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В загальному випадку динаміка функціонування сільськогосподарського машино-тракторного 

агрегату представляється у вигляді детермінованого процесу, який може бути описаний системою 
диференційних рівнянь. При цьому питання стійкості такої детермінованої системи вирішується за 
рахунок введення коефіцієнтів, які також не мають стохастичної складової. Проте, вплив зовнішніх 
факторів на експлуатаційні показники машино-тракторного агрегату носить достатньо суттєвий 
ймовірностний характер, що також необхідно враховувати при визначенні стійкості МТА. Особливу 
увагу в розрахунках необхідно приділяти формуванню стохастичної складової у вигляді «білого 
шуму», який формується як коливаннями окремих елементів машино тракторного агрегату, так і 
гармонійними змінами значень висот нерівностей опорної несучої поверхні і значень гакового на-
вантаження, яке формується питомим опором сільськогосподарської, або транспортної (транспо-
ртно-технологічної), машини. Статтю присвячено питанню стійкості машино-тракторного агрегату, 
який розглядається як детермінована система, яка може бути описана рівняннями певного по-
рядку з коефіцієнтами, значення яких мають певний стохастичний характер. Розглянуто форму-
вання стохастичного диференційного рівняння системи при впливі на останню випадкових сил у 
вигляді «білого шуму». Отримані необхідні та достатні умови асимптотичної стійкості в середньому 
квадратичному, що переходять у відсутність шуму в умовах Рауса-Гурвіца. Доведено, що для аси-
мптотичної стійкості необхідно та достатньо, щоб існувала визначено-додатна квадратична фо-
рма. Наведені також достатні умови стійкості моментів більш високого порядку. В результаті тео-
ретичних досліджень встановлено, що отримані умови стійкості в середньому квадратичному ви-
магають обчислення всього 1+n  визначників, старший з яких має порядок п . При цьому виявля-
ється, що перші п  визначників ті ж, що і визначники ),...,2,1( nkk =∆ , що входять до критерія Ра-
уса-Гурвіца. Останній же визначник виходить заміною в n∆  першого рядка рядком, складеним за 
певним правилом з коефіцієнтів ijα  кореляційної матриці.  

 
Ключові слова: лінійна детермінована система, випадкові збурення, асимптотична 

стійкість, «білий шум» 
 

Вступ. Реалізація тягової динаміки машино-
тракторного агрегату (МТА) є однією з найбільш 
актуальних завдань забезпечення його ефектив-
ної і безпечної роботи. Динаміка тракторного аг-
регату розглядається при русі в тяговому режимі 
і гальмуванні. В обох режимах руху важливим є 
забезпечення стійкості машино-тракторного аг-
регату проти складання. Особливо важливим 
дане питання є для транспортних агрегатів.  

Аналіз останніх досліджень та публікацій. 
Динаміці руху машино-тракторних агрегатів прис-
вячено значну кількість наукових досліджень [1 - 5, 
12 - 14]. Об'єктом досліджень більшості робіт було 
підвищення ефективності використання машинно-
тракторних агрегатів на транспортних і технологіч-
них сільськогосподарських операціях [3 - 5]. При 
цьому стійкість руху агрегату на базі колісного ене-
ргетичного засобу розглядалася як в тяговому [5], 
так і в гальмівному режимах [6, 7]. Проте, в біль-
шості випадків, динаміка стійкості агрегату розгля-
далась як детермінований процес, що  

описується звичайними диференційними рівнян-
нями. Однак, як відомо, вплив зовнішніх факторів 
на енергетичний засіб та сільськогосподарське 
знаряддя має стохастичний характер і вносить 
суттєві зміни в розроблювану динамічну модель. 

Постановка мети досліджень. Таким чи-
ном, метою дослідження є аналіз стійкості ліній-
ної системи, яка описується рівняннями п -го по-
рядку з випадковими коефіцієнтами для визна-
чення необхідних та достатніх умов асимптотич-
ної стійкості в середньому квадратичному. 

Виклад основного матеріалу. Припустимо, 
що деяка детермінована система описується лі-
нійним диференціальним рівнянням порядку п  з 
постійними коефіцієнтами: 

 0...)1(
1

)( =+++ − ууу п
пп αα . (1) 

При впливі на таку систему випадкових сил 
типу «білого шуму» рівняння (1) перейде в насту-
пне стохастичне диференціальне рівняння: 

http://www.mtf-khntusg.at.ua/index/visniki/


26 Стійкість МТА, як лінійної системи, при випадкових збуреннях його параметрів 
 Stability of MTA, as a linear system, with random excitations of its parameters 

 
 

 
© Є.І. Калінін, 2018 
© E.I. Kalinin, 2018 

 

 0)]([...)]([ )1(
11

)( =+++++ − уtуtу nп
пп ηαηα  .  (2) 

Передбачається, що гаусові «білі шуми»  
)(1 tξ , ..., )(tnξ  мають нульове математичне очіку-

вання, але можуть, взагалі кажучи, бути корельо-
ваними так що: 

 )(2)()(1 ststM ijj −= δαηη  . 

Як відомо, від шумів )(1 tη , ..., )(tnη  можна пе-
рейти до незалежних «білих шумів»  

)(1 tξ , ..., )(tnξ , з нульовим математичним очіку-
ванням і кореляційної матрицею )(2 stij −δ  за до-
помогою формул: 

 ∑
=

=
п

j
jij tt

1
1 )()( ξαη 

 ,  (3) 

де матриця ijα  така, що: 

 ijjiij ααα =⋅ . 

Рівняння (2) в подальшому розуміється як си-
стема стохастичних диференціальних рівнянь Іто 
[8], яку, враховуючи (3) і вводячи позначення: 

 1Xy = , n
n XyXy ==′ −1

2 ,..., , 

можна записати у вигляді 

 dtXdX 21 = , dtXdXdtXdX nn == −132 ,...,  

 ∑∑
=
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=
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n
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i
in tdXdtXdX

1,
11

1
)(ξαα ,  (4) 

Як відомо, існує єдиний строго марковский 
процес з безперервними траєкторіями 

))(),...,(()( 1 tXtXtX x
n

xx = , що задовольняє системі 
(4) при початковій умові xX x =)0( . 

З процесом )(tX x  тісно пов'язаний диферен-
ційний оператор другого порядку: 
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який при дослідженні стійкості марковских 
процесів відіграє таку ж роль, як оператор Ляпу-
нова в стійкості детермінованих систем. 

Слідуючи [9 - 11], будемо говорити, що сис-
тема (4) асимптотично p -стійка )0( >p , якщо 

0)(lim =
ρ

tXM x  при ∞→t  і, крім того, для будь-
якого 0>ε  знайдеться таке 0>δ , що 

ε<)(tXM x , якщо δ<x  (тут через x  позначена 
евклідова норма вектору х ). Назвемо систему (4) 
асимптотично стійкою в середньому квадратич-
ному, якщо вона стійка при 2=p . 

Метод отримання необхідних і достатніх умов 
стійкості в середньому квадратичному довільної 
лінійної системи з «білими шумами» вказано в 
роботі [11], де розглядається відмінне від прийня-
того в цій роботі розуміння лінійної стохастичної 
системи. Однак умови, що виходять таким  
методом, досить громіздкі: для їх перевірки  
треба обчислювати 2п  визначників, старший з 
яких має порядок 2п . 

В роботі [12] доведено, що для асимптотич-
ної стійкості в середньому квадратичному стаціо-
нарної лінійної стохастичною системи необхідно і 
достатньо, щоб для будь-якої визначено-додат-
ної квадратичної форми )(xW  знайшлася інша 
визначено-додатна квадратична форма )(xV , 
для якої )()( xWxLV −= . Ця теорема дозволяє 
отримати (що було відзначено також в роботі  
[9]) алгебраїчні критерії для асимптотичної  
стійкості в середньому квадратичному такої сис-
теми. Однак, ці критерії призводять до ще  
більш громіздким обчисленням навіть в детермі-
нованому випадку. 

Як показано в [11], для асимптотичної стійко-
сті в середньому квадратичної системи (4) необ-
хідно, щоб система «без випадковостей» 

 dtXdX 21 = , dtXdXdtXdX nn == −132 ,..., ,  

 1
1
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=
∑−= in
n

i
in XdX α ;  (6) 

була асимптотично стійка, тобто щоб виконува-
лися умови Рауса-Гурвіца 
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Відомо, що при виконанні цих умов існує ви-
значено-додатна квадратична форма, для якої 
повна похідна в силу (6) 
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являє собою наперед задану відмінно-визначену 
форму. 

Припустимо, для початку, що квадратична 
форма 

∑
=

+−+−=
n

ji
jninij xxx

1,
11)( αα , )( jiij αα = , 

визначено-додатна. Тоді можна казати про 
те, що для асимптотичної стійкості в середньому 
квадратичному системи (4) необхідно і достат-
ньо, щоб існувала визначено-додатна квадрати-
чна форма 

 ∑
=

=
n

ji
jiij xxdxV

1,
)( , 

яка задовольняє умовам 

 )()(0 xxVL α−= , 
2
1

<nnd .  (8) 

Справді, нехай існує квадратична форма 
)(xV  з коефіцієнтами ijd , яка задовольняє визна-

ним умовам. В силу (5), (7) і (8): 

 0)()12()( 2

2

0 <−=
∂
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+= xd
x
VxVLLV nn
n

αα  

За теоремою роботи [11] це означає, що сис-
тема (4) асимптотично стійка в середньому квад-
ратичному. 

З іншого боку, в разі асимптотичної стійкості 
системи (4) з тієї ж теоремі існує визначено-дода-
тна квадратична форма 

 ∑
=

=
n

ji
jiij xxexV

1,
1 )( , 

для якої )()(1 xxLV α−= , тобто 
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Таким чином 
)12(

)(1

+
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xVV , і, отже 

2
1

)12(
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+
=

nn

nn
nn e

e
d . 

Для отримання бажаних умов досить вира-
зити коефіцієнт nnd  в формі )(xV , яка визнача-
ється з рівняння (8), через параметри iα , ijα   
системи (4). 

З цією метою позначимо через 
)(),(1 tXtX njj °°   ),...,2,1( nj =  фундаментальну 

систему розв’язків детермінованих рівнянь (6), 
яка визначається початковими умовами 

sjsjX δ=° )0( . Тоді будь-який розв’язок цих рівнянь 

з початковими умовами i
x
i xX =° )0(  ),...,2,1( ni =  

запишеться у вигляді: 

 )()(
1

tXxtX
n

j
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x
i ∑

=
°=° . 

Як відомо, функцію )(xV , що задовольняє 
співвідношенню (8), можна представити у ви-
гляді: 

 duuXuXxV
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x
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x
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11 )()()( α . 

Остання рівність дозволяє виразити коефіці-
єнти ijd  форми )(xV  і, зокрема, коефіцієнт nnd  че-

рез фундаментальну систему розв’язків )(tX ij° , а 

потім і через коефіцієнти iα , ijα . Дійсно: 
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де 1,1 +∆ r  – алгебраїчне доповнення елемента пер-
шого рядка і 1+r  стовпця останнього визначника 
Гурвіца n∆ , а числа )(r

nnq  пов'язані з коефіцієнтами 

ijα  форми )(xα  формулою: 
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Тут )(λnjD  алгебраїчне доповнення елемента 

п -го рядка і j -го стовпця визначника )(λD  сис-
теми (4): 
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Легко бачити, що 21)1()()( −−+−=− jji
njni DD λλλ . 

Тому з (9) отримуємо: 
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= −∑ . (11) 

З рівнянь (9) та (10) випливає, що у випадку, 
коли )(хα  являє собою додатно-визначену квад-
ратичну форму, для стійкості в середньому  
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квадратичному системи (4) необхідно і достат-
ньо, щоб виконувались наступні умови: 

 ∆>∆>∆>∆ nn ,0,01  , (12) 

де 
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відрізняється від останнього визначника Гурвіца 
п∆  лише першою строкою. При цьому числа )(r

nnq  
( 1,,1,0 −= nr  ) можуть бути визначені через  
коефіцієнти ijα  матриці кореляції за  
формулами (11). 

Покажемо, що умови (11) – (13) залишаються 
в силі й без припущення про додатну визначе-
ність квадратичної форми )(хα . Для цього, на-
ряду з системою (4), розглянемо іншу систему: 

 dtXdX 21 = , dtXdXdtXdX nn == −132 ,, ,  
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де )(1 tη , …, )(tnη  – незалежні між собою та від 
)(1 tξ , …, )(tпξ  вінеровські процеси, а ε  – малий 

параметр. 
Легко бачити, що оператор, який відповідає 

системі (14), має вигляд: 
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Оскільки квадратична форма 
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визначено-додатна при будь-якому значенні 
0>ε , то для асимптотичної стійкості в серед-

ньому квадратичної форми (14) необхідно і до-
статньо, щоб виконувались наступні умови: 
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Висновок. Таким чином, отримані необхідні і 
достатні умови стійкості в середньому квадрати-
чному системи (2) або (4), що вимагають  
обчислення всього 1+n  визначників, старший з 
яких має порядок п . При цьому виявляється,  
що перші п  визначників ті ж, що і визначники 

),...,2,1( nkk =∆ , що входять до критерія  
Рауса-Гурвіца для рівняння (1). Останній же ви-
значник виходить заміною в n∆  першого рядка 
рядком, складеним за певним правилом з коефі-
цієнтів ijα  кореляційної матриці. Якщо всі 

0=ijα , то критерій (11) – (13) переходить в кри-
терій Рауса-Гурвіца. 
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Аннотация 
 

Устойчивость МТА, как линейной системы, 
при случайных возбуждениях его параметров 

Е.И. Калинин 
В общем случае динамика функционирования сельскохозяйственного машинно-тракторного агре-

гата представляется в виде детерминированного процесса, который может быть описан системой диф-
ференциальных уравнений. При этом вопрос устойчивости такой детерминированной системы реша-
ется за счет введения коэффициентов, которые также не имеют стохастической составляющей. Од-
нако, влияние внешних факторов на эксплуатационные показатели машинно-тракторного агрегата но-
сит достаточно существенный вероятностный характер, что также необходимо учитывать при опреде-
лении устойчивости МТА. Особое внимание в расчетах необходимо уделять формированию стохасти-
ческой составляющей в виде «белого шума», который формируется как колебаниями отдельных эле-
ментов машинно-тракторного агрегата, так и гармоничными изменениями значений высот неровностей 
опорной несущей поверхности и значений крюковой нагрузки, которая формируется удельным сопро-
тивлением сельскохозяйственной или транспортной (транспортно-технологической), машины. Статья 
посвящена вопросу устойчивости машинно-тракторного агрегата, рассмотренного как детерминирован-
ная система, которая может быть описана уравнениями определенного порядка с коэффициентами, 
значения которых имеют определенный стохастический характер. Рассмотрено формирование стоха-
стического дифференциального уравнения системы при воздействии на последнюю случайных сил в 
виде «белого шума». Получены необходимые и достаточные условия асимптотической устойчивости в 
среднем квадратичном, переходящие в отсутствие шума в условиях Рауса-Гурвица. Доказано, что для 
асимптотической устойчивости необходимо и достаточно, чтобы существовала определенно-положи-
тельная квадратичная форма. Приведены также достаточные условия устойчивости моментов более 
высокого порядка. В результате теоретических исследований установлено, что полученные условия 
устойчивости в среднем квадратичном требуют вычисления всего 1+n  определителей, старший из ко-
торых имеет порядок п . При этом оказывается, что первые п  определителей те же, что и определи-

тели ),...,2,1( nkk =∆ , входящие в критерия Рауса-Гурвица. Последний же определитель получается за-

меной в n∆  первой строки строкой, составленной по определенному правилу из коэффициентов ijα  
корреляционной матрицы. 

Ключевые слова: линейная детерминированная система, случайные возбуждения, асимптоти-
ческая устойчивость, «белый шум» 
 
Abstract 
 

Stability of MTA, as a linear system, 
with random excitations of its parameters 

E.I. Kalinin 
In general, the dynamics of the functioning of the agricultural machine-tractor aggregate is represented in 

the form of a deterministic process, which can be described by a system of differential equations. The stability 
of such a deterministic system is solved by introducing coefficients that also do not have a stochastic compo-
nent. However, the influence of external factors on the operational characteristics of the machine-tractor ag-
gregate is of a fairly significant probabilistic nature, which must also be taken into account in determining the 
stability of the MTA. Particular attention in the calculations should be given to the formation of a stochastic 
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component in the form of "white noise", which is formed both by the oscillations of individual elements of the 
machine and tractor unit, and by harmonious changes in the heights of the unevenness of the supporting 
bearing surface and the hook load values, which is formed by the resistivity of the agricultural or transport 
transport-technological), machines. The article is devoted to the stability of the machine-tractor aggregate, 
considered as a deterministic system, which can be described by equations of a certain order with coefficients 
whose values have a certain stochastic character. The formation of the stochastic differential equation of the 
system under the influence of the last random forces in the form of "white noise" is considered. Necessary and 
sufficient conditions for asymptotic stability in the mean quadratic form are obtained, passing in the absence 
of noise in the Routh-Hurwitz conditions. It is proved that for asymptotic stability it is necessary and sufficient 
that there exists a definite-positive quadratic form. Sufficient conditions for the stability of higher-order mo-
ments are also presented. As a result of theoretical studies it was established that the obtained conditions for 
stability in the mean quadratic require the calculation of all determinants, the oldest of which is of order. It turns 
out that the first determinants are the same as the determinants entering into the Routh-Hurwitz criterion. The 
last determinant is obtained by replacing in the first line with a string compiled according to a particular rule 
from the coefficients of the correlation matrix. 

Keywords: linear deterministic system, random excitations, asymptotic stability, "white noise" 
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