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Предложено использовать распределение Джонсона при определении расчётного уровня 

дождевых паводков. Для определения доверительных интервалов оценок параметров 
распределения Джонсона , получаемых методом максимального правдоподобия, предложена 
последовательность действий, состоящая из следующих этапов: составление системы уравнений 
метода максимума правдоподобия; выбор способа решения системы уравнений метода 
максимума правдоподобия; определение начального приближения системы уравнений метода 
максимума правдоподобия; решение системы уравнений метода максимума правдоподобия; 
определение элементов информационной матрицы; определение границ доверительных 
интервалов для полученных оценок параметров. Для решения систем уравнений метода 
максимума правдоподобия выбран метод Ньютона. Приведены выражения, необходимые для 
вычисления значений якобианов, входящих в процедуру решения полученной системы. Приведён 
способ получения информационной матрицы, необходимой для вычисления доверительных 
интервалов оценок параметров распределения Джонсона. Получены выражения, необходимые 
для вычисления значений гессианов, входящих в процедуру вычисления дисперсий полученных 
оценок параметров распределения Джонсона. Описана методика получения расчетных значений 
максимального уровня дождевых паводков. 
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Постановка проблемы. На протяжении по-
следних лет наблюдается устойчивый рост доли 
продукции агропромышленного комплекса (АПК) 
в общем экспорте Украины. Ранее Украина была 
известна прежде всего, как экспортер продукции 
горно-металлургического комплекса (ГМК: руда, 
черные металлы). На ГМК приходился каждый 
третий доллар валютной выручки, поступавший в 
Украину. Теперь же соотношение изменилось. 
Каждый третий доллар валютной выручки дает 
агропромышленный комплекс (АПК: сельское хо-
зяйство и пищевая промышленность). На рис.1 
представлены данные (в млрд долл. США) по со-
отношению экспорта продукции АПК и ГМК, за 
период с 2008 по 2015 гг. В первом полугодии 
2017 г. доля аграрной продукции в украинском 
экспорте составила уже 43 % [1, 2]. 

Традиционно большинство украинской агро-
продукции – товары растениеводства. На рис. 2 

показано соотношение валовой продукции расте-
ниеводства и животноводства [3].  

Данное соотношение объясняется в частно-
сти структурой земельного фонда Украины. По 
данным работы [4] на начало 2013 года: 
«Земельний фонд України становить 5,7 % тери-
торії Європи. При цьому на загальноєвропейсь-
кому фоні його вирізняє висока питома вага сіль-
ськогосподарських угідь, особливо ріллі, що 
пов’язано з високою природною якістю українсь-
ких земель, великою питомою вагою в їхньому 
складі чорноземів. Так, за даними Державного 
агентства земельних ресурсів України, на поча-
ток 2013 р. сільськогосподарські угіддя України 
становили 18,9 % загальноєвропейських, а рілля, 
відповідно, – 26,9 %. Відносно території нашої 
країни сільськогосподарські угіддя займають 
41,84 млн га, або 69,3 % території, зокрема 33,19 
млн га ріллі (55 %), 7,03 млн га природних  
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кормових угідь сіножатей і пасовищ (12,6 %). Не-
зважаючи на такі показники, доводиться конста-
тувати, що ефективність використання земель-
ного фонду України значно нижча, ніж у серед-
ньому в Європі, і структура земельного фонду по-
требує її оптимізації». Уникальность украинского 
чернозема можно проилюстрировать и тем, что  
в период немецко-фашистской оккупации  
его вывозили железнодорожными эшелонами в 
третий рейх [5]. 

 

 
 

Рис. 1. Экспорт продукции АПК и ГМК, млрд 
долл. США, по данным работы [1] 

 

 
 

Рис. 2. Соотношение валовой продукции 
расениеводства и животноводства в млрд. 

гривен, по данным работы [3] 
 

Подобная структура земельного фонда Укра-
ины с одной стороны позволяет обеспечить эф-
фективное развитие аграрного сектора эконо-
мики, но с другой – очень уязвимы к воздействию 
поражающих факторов чрезвычайных ситуаций 
(ЧС) различного характера. В работе [6] отме-
чено следующее: «З урахуванням сильної залеж-
ності сільського господарства України від приро-
дно-кліматичних умов, стану навколишнього се-
редовища, а також його детермінованості  

соціально-економічними чинниками, екобезпека 
даної галузі стає визначальною проблемою роз-
витку суспільства, що робить актуальними дослі-
дження сільського господарства з позицій  
екобезпеки, виявлення основних джерел небез-
пеки, рівня загроз та розробку способів їх запобі-
гання чи усунення».  

Среди ЧС природного характера в мире в це-
лом, и на территории Украины в частности, с 
точки зрения повторяемости, площади распро-
странения и среднегодовым материальным 
ущербом первое место занимают наводнения. 
Кроме того, в последние десятилетия, их число 
неуклонно возрастает. Например, в 2010 г. От 
наводнений пострадало 178 миллионов человек, 
а ущерб превысил 40 млрд. долларов. На  
рис. 3 приведены общемировые данные  
по засухам, наводнениям и бурям за период  
с 1980 по 2010 гг. [7]. 
 

 
 

Рис. 3. Общемировые данные по засухам, 
наводнениям и бурям за период с 1980 по 

2010 гг., по данным работы [7] 
 

Что касается Украины, то негативные по-
следствия наводнений ощущаются на террито-
рии около 165 тыс. кв. км и затрагивает примерно 
30% населения. По данным, приведенным в ра-
боте [8]: «Найбільшої шкоди зазнають райони Ка-
рпат. На 70 % гірських водозборів у Закарпатсь-
кій, Івано-Франківській, Львівській, Чернівецькій 
областях розвиваються селеві явища. За останні 
15 років значні паводки були у 1995, 1997, 1998, 
2001, 2008 рр. та паводок 2010 року. Отже, кожен 
третій рік характеризується високим підняттям рі-
внів води у межовий період». Наиболее катастро-
фические последствия наводнений на террито-
рии Украины были в Закарпатской области. В но-
ябре 1998 года было подтоплено более 120 насе-
ленных пунктов, погибло 17 человек, а общий 
ущерб составил 800 миллионов гривен. Через 10 
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лет в западных регионах Украины во время 
наводнения погибло уже 34 человека. Убытки 
нанесенные наводнениями оцениваются в  
6,5 млрд гривен [9]. Избежать человеческих 
жертв и снизить экономический ущерб от навод-
нений можно при прогнозировании этих ЧС  
и проектировании гидротехничнических защит-
ных сооружений, обеспечивающих защиту при их 
возникновении. 

Анализ результатов последних исследо-
ваний и публикаций. Нормативные требования 
к защитным гидротехническим сооружениям из-
ложены в документе [10]. В этом и других анало-
гичных документах, например, в работе [11] при-
нято, что расчет максимальных значений уровня 
паводков выполнен в предположении, что вели-
чины дождевых стоков распределены по закону 
Крицкого – Менкеля. Свойства этого распределе-
ния и правила его применения в гидрологических 
расчётах подробно рассмотрены в работах [12, 
13]. Распределение Крицкого – Менкеля, по 
своей сути, видоизменённое трёхпараметриче-
ское гамма – распределение. В работе [14] отме-
чено, что более удобным является семейство 
распределений, позже получившее название по 
имени одного из авторов этой работы – распре-
деления Джонсона. В работе [15] описано приме-
нение одного из распределений этого семейства 
для аппроксимации ряда максимальных расхо-
дов дождевых паводков. В частности, для этого 
использовано распределение вида (1): 
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;  (1) 

при условии, что a x b< < . Распределение вида 
(1), в отличие от распределения Крицкого – Мен-
келя, четырёхпараметрическое. В него входят 
параметры цензурирования а и b, параметр мас-
штаба λ и параметр положения μ. В указанной ра-
боте [15] описан приближенный метод определе-
ния этих параметров, отсутствует способ опреде-
ления их доверительных интервалов. Это обсто-
ятельство существенно снижает точность полу-
чаемых оценок, понижает достоверность выво-
дов о значении расчётного уровня максималь-
ного расхода дождевых паводков и может приве-
сти к большим финансовым потерям вследствие 
затопления земельных участков. Получить дове-
рительные интервалы этого и других распреде-
лений можно используя метод максимума прав-
доподобия, теоретические основы которого изло-
жены в работах [16, 17]. 

Цель работы. Разработка рекомендаций по 
определению параметров распределения Джон-
сона методом максимального правдоподобия и 

расчёту с заданной обеспеченностью макси-
мального расхода дождевых паводков. 

Изложение основного материала. После-
довательность этапов решения поставленной за-
дачи в соответствии с работой [16] принята сле-
дующей: 

– составление системы уравнений метода 
максимума правдоподобия; 

– решение системы уравнений метода мак-
симума правдоподобия; 

– определение доверительных интервалов 
для полученных оценок параметров распределе-
ния Джонсона; 

– расчёт с заданной обеспеченностью макси-
мального расхода дождевых паводков. 

Составление системы уравнений ме-
тода максимума правдоподобия. Для плотно-
сти распределения вида (1) функция правдопо-
добия примет вид:  
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Система уравнений метода максимума прав-
доподобия примет вид: 

 

2

3
1

2 2

1

1 ln

2 ln 0

n
i

i i

n
i

i i

x a
U

b x

x a
n

b x

λ λ

µ λ µ

=

=

  −∂Λ = = − ∂ −  
 −

− − + = −   

∑

∑
;  (4) 

 0ln1
1

2 =







−








−
−

=
∂
Λ∂

= ∑
=

n

i i

i

xb
ax

V µ
λµ

; (5) 

 ( )

( )

( )

1

2

1

2

1

ln

0 ;

n
i

i i
n

i
i

n

i
i

x a
b x

W
a x a

a b x ab b n

b a

µ

λ

=

=

=

 −
− −∂Λ  = = +

∂ −

− − + −
+ =

−

∑

∑

∑
  (6)  

 0=Φ+Π=
∂
Λ∂

=
b

Z  . (7) 



В.Ю. Дубницкий, И.Г. Скорикова, И.А. Черепнев , С.В. Нестеренко 65 
V.Ju. Dubnytsky, І.G. Skorikova, I.A. Cherepnev, S.V. Nesterenko  

 
 

 
 Інженерія природокористування, 2018, №1(9), с. 62 - 70 
www.mtf.khntusg.com.ua  Engineering of nature management, 2018, #1(9), p. 62 - 70 

 

В условии (7) принято, что: 
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Решение системы уравнений метода 
максимума правдоподобия. Для решения си-
стемы уравнений (4) - (7) выбран метод Ньютона, 
реализованный в виде, изложенном в работе 
[18]. Подобный выбор обусловлен тем, что для 
его реализации метода Ньютона необходимо вы-
числение якобиана, а для определения довери-
тельных интервалов вычисление гессиана. Для 
решения системы уравнений (4) - (7) вычисли-
тельный процесс примет вид: 
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Якобиан рассматриваемой системы функций 
примет вид:  

 

( ) ( ) ( ) ( )( , , , )

.

p p p pJ a b
U U U U

a b
V V V V

a b
W W W W

a b
Z Z Z Z

a b

λ µ

λ µ

λ µ

λ µ

λ µ

=
∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂=  ∂ ∂ ∂ ∂
 
∂ ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ ∂ 

  (10)  

Верхний индекс в условии (10) обозначает 
номер соответствующей итерации. Выражения 
для частных производных, входящих в якобиан 
(10) приведены ниже. Для функции ( )baU ,,,µλ : 
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Для функции ( ), , ,V a bλ µ : 
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Для функции ( ), , ,W a bλ µ :  
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В условии (21) принято, что: 

( )2 2 2

1 1 1
ln 2 ;

n n n
i

i i
i i ii

x a
A a b n x an x

b x
λ λ

= = =

 −
= − − + − 

∑ ∑ ∑  (22)  

 ( ) ( ) ( )22 2 21 2 1 1 .B a n ab bλ µ µ µ= + + − + + +   (23)  

Величина: 
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Для функции ( ), , ,Z a bλ µ :  
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В условии (29) принято, что: 
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D a ab
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Для полноценного решения поставленной за-
дачи обоснование выбора величин (0),λ  (0),µ  (0),a  

(0)b  должно стать темой самостоятельного ис-
следования. В рамках данной работы, при  
решении численного примера, эти величины  
принимали равными значениям, приведенным  
в работе [15].  

Определение доверительных интерва-
лов для полученных оценок параметров рас-
пределения Джонсона. Теоретические основы 
решения задачи определения доверительных 
интервалов оценок параметров распределений, 
полученных методом максимума правдоподо-
бия, изложены в работе [16]. Примеры решения 
этой задачи для основных типов распределений 
рассмотрены в работе [17]. Поэтому ход даль-
нейшего решения задачи будет таким, каким он 
изложен в работе [17] с учетом рассматривае-
мого в данном сообщении распределения. Ниж-
няя и верхняя граница полученных оценок пара-
метров, определённые с доверительной вероят-
ностью α можно определить, используя условие: 
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  (32)  

В этом условии принято, что ˆ,λ λ=  ˆ ,µ µ=  
ˆ,a a=  ˆb b= , при том, что ˆˆ ˆ ˆ( , , , )a bλ µ  и есть оценки, 

полученные по методу максимума правдоподо-
бия, в результате решения системы уравнений 
(4) - (7), tα  – квантиль двусторонней доверитель-
ной вероятности уровня ,α  2 ( ),σ α  2 ( ),bσ  2 ( )gσ  
– дисперсии соответствующих оценок. Эти дис-
персии получают, используя выражение: 
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 (33)  

В условии (33) также принято, что значение 
гессиана H вычислено при условии, что ˆ,λ λ=  

ˆ ,µ µ=  ˆ,a a=  ˆb b= . Гессиан H  для функции Λ  
примет вид: 
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Элементы этого гессиана заданы условиями  
(33) и (34). 

 

2

2 4
1
2

2

1

1 6 ln
2

3 ln 3 ;

n
i

i i

n
i

i i

x an
b x

x a
b x

µ
λ λ

µ

=

=

  −∂ Λ
= + −  −∂   

 −
− − −   

∑

∑
;  (35)  

 
2

3
1

2 ln
n

i

i i

x a
b x

µ
λ µ λ =

  −∂ Λ
= −  ∂ ∂ −   

∑ ;  (36) 

 
( ) ( )

2
1

3 3

1 1

2 ln
2

n
i

i i
n n

i i
i i

x a
b x

a a x x a

µ
λ λ λ

=

= =

 −
 −∂ Λ  = +

∂ ∂ − −

∑

∑ ∑
;  (37)  

 
( )

2
1

3

1

2 ln
n

i

i i
n

i
i

x a
b x

b x b

µ

λ λ

=

=

  −
−  −∂ Λ   =

∂ ∂ −

∑

∑
;  (38) 

 
2

2 2

1
µ µ
∂ Λ

= −
∂

;  (39) 

 ( )
12

2

1

n

i
i

a x
a

λ
µ

−

=

∂ Λ  = − ∂ ∂  
∑ ;  (40) 



В.Ю. Дубницкий, И.Г. Скорикова, И.А. Черепнев , С.В. Нестеренко 67 
V.Ju. Dubnytsky, І.G. Skorikova, I.A. Cherepnev, S.V. Nesterenko  

 
 

 
 Інженерія природокористування, 2018, №1(9), с. 62 - 70 
www.mtf.khntusg.com.ua  Engineering of nature management, 2018, #1(9), p. 62 - 70 

 

 ( )
12

2

1

n

i
i

x b
b

λ
µ

−

=

∂ Λ  
= − ∂ ∂  

∑ ;  (41) 

 
( ) ( )

2

2 2
22

1

n

i
i

E T
a a b x aλ

=

∂ Λ −
=

∂ − −∑
 .  (42)  

В условии (43) принято, что 
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Далее получим, что:  
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В условии (47) принято, что: 
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Расчёт с заданной обеспеченностью 
максимального расхода дождевых паводков. 
В общем случае методика расчёта с заданной 
обеспеченностью максимального расхода дож-
девых паводков, в случае справедливости гипо-
тезы о том, что их распределение может быть 
описано распределением Джонсона, изложена в 
работе [15]. Исходными данными в этом случае 
будут величины ˆˆ ˆ ˆ( , , , )a bλ µ . В рассмотренном да-
лее примере среднеквадратические отклонения 
оценок параметров, определённые по условию 
(32), следующие: 0,12λσ = ; 0,29µσ = ; 1,26aσ = ; 

150,1.bσ =  Следует отметить, что в работе ис-
пользовали оценки, показанные в табл. 2, то есть 
без учета ширины доверительного интервала. 
Это вызвано тем, что решение поставленной  
задачи с учётом величин доверительных  
интервалов оценок параметров распределений 
можно считать совершенно самостоятельной  
задачей, подходы к решению которой  
описаны в работе [20].  

Непосредственно расчёт выполняют в такой 
последовательности. В начале расчёта выби-
рают уровень обеспеченности α  с учётом ответ-
ственности лица, принимающего решение (ЛПР) 
за принятое решение. Эта процедура подробно 
описана в работе [19]. После этого вычисляют  
величину: 

 ˆ ˆtα αρ λ µ= + . (50) 

Искомое значение максимального расхода 
дождевых паводков xα  определяют по условию: 

 
ˆ ˆexp( )
exp( ) 1

b a
x α
α

α

ρ
ρ

+
=

+
.  (51) 

Рассмотрим особенности применения  
описанной методики, используя пример, приве-
денный в работе [15]. Исходные данные приве-
дены в табл. 1. 

 
Таблица 1. Максимальные расходы воды (м3/с) 

 

№ Рас-
ход № Рас-

ход № Рас-
ход № Рас-

ход 
1 71,4 9 121,0 17 84,5 25 130,0 
2 22,1 10 25,0 18 37,5 26 22,0 
3 32,7 11 31,4 19 24,0 27 54,0 
4 145,0 12 17,3 20 22,1 28 100,0 
5 46,0 13 54,8 21 130,0 29 78,1 
6 29,9 14 29,9 22 21,3 30 39,2 
7 28,4 15 104,0 23 58,2 31 66,0 
8 73,8 16 27,5 24 58,7 32 84,4 

 
Результаты определения параметров рас-

пределения Джонсона для данных, приведенных 
в табл. 1 даны в табл. 2.  

 
Таблица 2. Оценки параметров распределения 

Джонсона 
 

Численные зна-
чения получен-

ных оценок 

Параметры распределения 
Джонсона 

λ̂  µ̂  â  b̂  
Приближенным 
методом 

0,95 –2,54 11,0 490,0 

Методом ММП 0,93 –2,67 11,32 497 
 

В табл. 2 принято, что оценки полученные 
приближенным методом приведены в работе 
[15]. Способ получения оценок методом макси-
мума правдоподобия (ММП) изложен в данном 
сообщении. Результаты расчётов по описанной 
методике приведены в табл. 3. 

 
Таблица 3. Расчётный уровень максимального 

расхода дождевых паводков(м3/с) 
 

1p α= −  Xммп  Xп  Xммп
Xп

 

0,05 127,07 142,0 0,89 
0,01 191,16 211,33 0,90 
0,005 218 239,4 0,91 
0,001 274,7 297,7 0,92 
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В этой таблице приведена величина p, веро-
ятность того, что фактический максимальный 
расхода дождевых паводков превысит расчёт-
ные величины Xммп ,определённые по методу 
ММП и величины Xп , определённые по прибли-
женному методу [15]. Относительное различие 
полученных результатов показано в третьем 
столбце табл. 3. Следует отметить, что оконча-
тельное решение об уровне расчётной величины 
из разряда вычислительной задачи переходит в 
разряд технико-экономической. Подобное проис-
ходит потому, что при использовании результа-
тов решения поставленной задачи необходимо 
учитывать экологические и социальные послед-
ствия принимаемых инженерных решений. 

Выводы.  
1. Для определения доверительных интерва-

лов оценок параметров распределения Джон-
сона , получаемых методом максимального прав-
доподобия, предложена последовательность 
действий, состоящая из следующих этапов: со-
ставление системы уравнений метода макси-
мума правдоподобия; выбор способа решения 
системы уравнений метода максимума правдо-
подобия; определение начального приближения 
системы уравнений метода максимума правдо-
подобия; решение системы уравнений метода 
максимума правдоподобия; определение эле-
ментов информационной матрицы; определение 
границ доверительных интервалов для получен-
ных оценок параметров. 

2. Для решения систем уравнений метода 
максимума правдоподобия выбран метод Нью-
тона. Приведены выражения, необходимые для 
вычисления значений якобианов, входящих в 
процедуру решения полученной системы. 

3. Приведен способ получения информаци-
онной матрицы, необходимой для вычисления 
доверительных интервалов оценок параметров 
распределения Джонсона. Получены выражения, 
необходимые для вычисления значений гессиа-
нов, входящих в процедуру вычисления диспер-
сий полученных оценок параметров распределе-
ния Джонсона.  

4. Описана методика получения расчетных 
значений максимального уровня дождевых 
паводков. 

5. Приведен численный пример, иллюстриру-
ющий полученные результаты. 
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Анотація 
 

Визначення розрахункового рівня максимальної витрати дощових паводків 
В.Ю. Дубницький, І.Г. Скорікова, І.А. Черепньов, С.В. Нестеренко 

Запропоновано використовувати розподіл Джонсона при визначенні розрахункового рівня дощових 
паводків. Для визначення довірчих інтервалів оцінок параметрів розподілу Джонсона, одержуваних ме-
тодом максимальної правдоподібності, запропонована послідовність дій, яка складається з таких ета-
пів: складання системи рівнянь методу максимуму правдоподібності; вибір способу розв’язання системи 
рівнянь методу максимуму правдоподібності; визначення початкового наближення системи рівнянь ме-
тоду максимуму правдоподібності; розв’язання системи рівнянь методу максимуму правдоподібності; 
визначення елементів інформаційної матриці; визначення меж довірчих інтервалів для отриманих оці-
нок параметрів. Для розв’язання систем рівнянь методу максимуму правдоподібності обраний метод 
Ньютона. Наведено вирази, необхідні для обчислення значень якобіанів, що входять в процедуру 
розв’язання отриманої системи. Наведено спосіб одержання інформаційної матриці, необхідної для об-
числення довірчих інтервалів оцінок параметрів розподілу Джонсона. Отримано вирази, необхідні для 
обчислення значень гессіанів, що входять в процедуру обчислення дисперсій отриманих оцінок пара-
метрів розподілу Джонсона. Описана методика отримання розрахункових значень максимального рівня 
дощових паводків. 

Ключові слова: Дощові паводки, розподіл Джонсона, метод максимуму правдоподібності, оцінки 
параметрів розподілу Джонсона, довірчі інтервали оцінок параметрів розподілу Джонсона, розрахун-
ковий рівень дощових паводків 
 
Abstract 
 

Determination of the calculated level for the rain floods maximum flow  
V.Ju. Dubnytsky, І.G. Skorikova, I.A. Cherepnev, S.V. Nesterenko 

It is proposed to use the Johnson distribution in determining the calculated level for rain floods. To deter-
mine the confidence intervals for estimating the Johnson distribution parameters obtained by the maximum 
likelihood method, authors propose the following sequence of actions: the construction of a system of equa-
tions for the maximum likelihood method; choice of the method of solving the system of equations for the 
maximum likelihood method; determination of the initial approximation of the system of equations for the max-
imum likelihood method; the solution of the system of equations for the maximum likelihood method; definition 
of elements for the information matrix; the determination of the limits of confidence intervals for the obtained 
parameter estimates. To solve the systems of equations for the maximum likelihood method, Newton's method 
is chosen. The expressions necessary to calculate the values of Jacobians entering the procedure for solving 
the resulting system are given. A method is given for obtaining an information matrix necessary for calculating 
the confidence intervals for estimates of the Johnson distribution parameters. Expressions for calculating the 
values of the Hessians involved in the procedure for calculating the variances of the obtained estimates for the 
Johnson distribution parameters are obtained. The technique for obtaining the calculated values of the rain 
floods maximum level is described. 

Keywords: rain floods, Johnson distribution, maximum likelihood method, Johnson distribution parameter 
estimates, confidence intervals of Johnson distribution parameters estimation, calculated level of rain floods. 
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