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Одержано аналітичний розв’язок задачі нестаціонарної теплопровідності при пластовому са-

монагріванні рослинної сировини осередком без чіткої межі. Прийнято нормальний закон 
розподілу термоджерел в осередку, в припущенні, що центр осередку віддалений від торців си-
лосу. Враховано тепловіддачу на бокові стінки силосу. Для побудови аналітичного розв’язку 
рівняння теплопровідності використано інтегральне косинус-перетворення. Невласні інтеграли і 
розподіл надлишкової температури в сировині виражено через інтеграл ймовірності, а потім за 
допомогою відомої апроксимації зведено до елементарних функцій. Показано, що приріст надлиш-
кової температури сповільнюється в ході процесу самонагрівання. Для ідентифікації параметрів 
розподілу термоджерел в осередку побудовано графіки типу номограм. Показано їх використання 
для визначення цих параметрів за результатами вимірювань надлишкової температури в два мо-
менти часу на початку процесу самонагрівання. Після проведення ідентифікації розрахункові фор-
мули, як узгоджені з експериментом, стають придатними для прогнозу розвитку температури си-
ровини з плином часу в рамках вибраної теоретичної моделі. Наведено приклад ідентифікації па-
раметрів осередку і прогнозу наростання температури. Викладений теоретико-експерименталь-
ний спосіб розрахунку зручний у практичній реалізації, бо не потребує складання спеціальних 
комп’ютерних програм, але обмежений варіантом локалізованих температурних полів, які можливі 
в рослинній сировині із-за слабкої її теплопровідності. Одержаний аналітичний розв’язок задачі 
нестаціонарної теплопровідності дає можливість не тільки розрахувати температуру пластового 
самонагрівання сировини з урахуванням тепловідводу на стійки силосу, а й ідентифікувати пара-
метри осередку, що потрібно для прогнозу розвитку температури. Розв’язки зручні та не потребу-
ють спеціальних комп’ютерних програм, пов’язаних з розв’язуванням оберненої задачі тепло-
провідності, що відноситься до математично некоректних задач. Адекватність отриманих 
аналітичних залежностей підтверджена розрахунками. 
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Вступ. При зберіганні рослинної сировини за 
умов недотримання технології можливий процес 
самонагрівання. Це явище відбувається як з на-
сінням зерновими так і технічними культур. Вна-
слідок цього явища відбуваються фізіологічні 
процеси, що призводять до втрати якості чи пов-
ного псування насіння, що зберігається. Крім того 
некерований процес самонагрівання олієвміс-
ного (технічного) насіння може привести до вини-
кнення відкритого вогню і пожежі. Таким чином є 
актуальною задачею з прогнозування і розраху-
нку температури пластового самонагрівання. 

Аналіз літературних даних та постановка 
проблеми. При самонагріванні рослинної сиро-
вини погіршуються умови її зберігання і матеріал 
втрачає якість. Тому самонагрівання відносять до 
шкідливих явищ. Більш того, відомі випадки, коли 
воно було причиною пожеж на елеваторах [1]. 
Тоді самонагрівання стає небезпечним. Врахову-
ючи ці фактори, вже тривалий час вивчають це 
явище з метою його запобігання або своєчасного 
припинення [2-4]. Для цього, крім розробки мате-
матичних моделей процесів, що супроводжують 
самонагрівання, створюють різні системи термо-
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контролю сировини та аналізу складу газового 
середовища, яке межує з сировиною. Одним із 
основних наслідків самонагрівання є зміна у часі 
температурного поля сировини. Тому вже приді-
лено багато уваги вивченню таких температур-
них полів. При цьому найбільш характерними є 
три варіанти локалізованих внутрішніх термодже-
рел або осередків самонагрівання. Це гніздові [5-
7], пластові [8, 9] і стрижневі [10-12] осередки.  

До найбільш шкідливих і пожежонебезпечних 
відносять пластові осередки [1]. Виходячи з 
цього, тут розглядаємо температурне поле, поро-
джене пластовим осередком без чіткої межі, де 
розподіл термоджерел підпорядкований норма-
льному закону Гаусса. Такий розподіл розгля-
дали в [1, 8], але на відміну від вказаних робіт, тут 
враховуємо тепловіддачу через стінки силосу. 
Для побудови аналітичного розв’язку задачі не-
стаціонарної теплопровідності використовуємо 
косинус-перетворення Фур’є. Цей метод описує 
локалізоване поле надлишкової температури си-
ровини, коли осередок досить віддалений від то-
рця силосу. Таке температурне поле можливе із-
за слабкої теплопровідності сировини [13]. Аналі-
тична форма розв’язку прямої задачі теплопро-
відності зручна для розв’язування оберненої за-
дачі по визначенню параметрів внутрішнього тер-
моджерела та для проведення прогнозу розвитку 
температури самонагрівання з плином часу.  

Метою статті є виведення формул розраху-
нку температури самонагрівання сировини, спри-
чиненої пластовим осередком без чіткої межі, з 
урахуванням тепловідведення на стінки силосу. 
Додатково також ставиться задача ідентифікації 
параметрів осередку та прогнозу розвитку темпе-
ратури з використанням розробленої математич-
ної моделі температурного поля. 

Викладення основного матеріалу. Розпо-
діл надлишкової температури 𝑇 = 𝑇(𝑥, 𝑡) в сиро-
вині по вісі силосу описуємо диференціальним рі-
внянням: 

∂2𝑇

∂𝑥2
− 𝛼2𝑇 −

1

𝛼

∂𝑇

∂𝑡
= −

𝑞(𝑥)

𝜆𝐹
𝐻(𝑡), (1) 

де 𝑥 – локальна осьова координата з початком в 
центрі осередку; 𝑡 – час; 𝑎 = 𝜆/(𝜌𝑐) – коефіцієнт 

температуропровідності сировини; 𝜆 – коефіцієнт 

її теплопровідності; 𝜌,  𝑐 – відповідно питома маса 

і питома теплоємність сировини; 𝐹 – площа попе-
речного перерізу; 𝐻(𝑡) – одинична функцій Хеві-

сайда; 𝛼2 = ℎ𝜒(𝜆𝐹)−1, ℎ – коефіцієнт теплооб-

міну; 𝜒 – периметр поперечного перерізу силосу.  
Погонну щільність термоджерел в осередку 

самонагрівання 𝑞(𝑥) подаємо виразом: 

𝑞(𝑥) = 𝑞0 𝑒𝑥𝑝 (−
𝑥2

𝑅2
) , (2) 

в якому 𝑞0 = 𝑞(0) – максимальне значення щіль-

ності; 𝑅 > 0 – характеризує локалізацію термо-

джерел за координатою 𝑥 (по вісі силосу). 

Будуємо розв’язок рівняння (1) при початко-
вій умові: 

𝑇(𝑥,  0) = 0. 

Для цього використовуємо інтегральне коси-
нус-перетворення: 

�̄�(𝑠) = ∫ 𝑓
∞

0

(𝑥) 𝑐𝑜𝑠(𝑠𝑥) 𝑑𝑥; 

𝑓(𝑥) =
2

𝜋
∫ �̄�

∞

0

(𝑠) 𝑐𝑜𝑠(𝑠𝑥) 𝑑𝑠. 

В просторі косинус зображень рівняння (1) 
має вигляд: 

𝜕�̄�(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡
+ (𝛼2 + 𝑠2)𝑎�̄�(𝑠, 𝑡) = 𝑎�̄�(𝑠), (3) 

де, з урахуванням (2): 

�̄�(𝑠) =
𝑞0
𝜆𝐹

∫ 𝑒𝑥𝑝 (−
𝑥2

𝑅2
) 𝑐𝑜𝑠(𝑠𝑥) 𝑑𝑥

∞

0

. 

Цей інтеграл відноситься до табличних [14, 

с. 494]. Тому: 

�̄�(𝑠) =
𝑞0𝑅

2𝜆𝐹
√𝜋 𝑒𝑥𝑝 (−

𝑅2𝑠2

4
). (4) 

Диференціальне рівняння (3) має розв’язок: 

�̄�(𝑠, 𝑡) =
�̄�(𝑠)

𝑠2 + 𝛼2
[1 − 𝑒𝑥𝑝(−𝑎𝑠2𝑡)], 

що з урахуванням (4) отримує форму: 

�̄�(𝑠, 𝑡) =
𝑞0𝑅√𝜋

2𝜆𝐹(𝑠2+𝛼2)
[1 − 𝑒𝑥𝑝(−𝑎𝑠2𝑡)] 𝑒𝑥𝑝 (−

𝑅2𝑠2

4
). 

Зворотнім перетворенням образу �̄�(𝑠, 𝑡), оде-
ржуємо оригінал: 

𝑇(𝑥, 𝑡) =
𝑞0𝑅

𝜆𝐹√𝜋
∫

1

𝑠2 + 𝛼2

∞

0

[1 − 𝑒𝑥𝑝(−𝑎𝑠2𝑡)] × 

× 𝑒𝑥𝑝 (−
𝑅2𝑠2

4
) 𝑐𝑜𝑠(𝑠𝑥) 𝑑𝑠. 

Із нього для розрахунку максимальної темпе-

ратури в центрі осередку (𝑥 = 0) випливає 

формула: 

𝑇(0, 𝑡) =
𝑞0𝑅

𝜆𝐹√𝜋
∫

1

𝑠2 + 𝛼2

∞

0

× 

× {𝑒𝑥𝑝 (−
𝑅2𝑠2

4
) − 𝑒𝑥𝑝 [−𝑠2 (𝑎𝑡 +

𝑅2

4
)]} 𝑑𝑠. 

Цей невласний інтеграл можна виразити че-

рез затабульовані функції. Дійсно, враховуючи 

табличні інтеграли [14, с. 352], отримуємо: 
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𝑇(0, 𝑡) =
𝑞0𝑅√𝜋

2𝜆𝐹𝛼
{𝑒𝑥𝑝 (

𝛼2𝑅2

4
) × 

× [1 − 𝛷 (
𝛼𝑅

2
)] − 𝑒𝑥𝑝 [𝛼2 (

𝑅2

4
+ 𝑎𝑡)] × 

× [1 − 𝛷 (𝛼√
𝑅2

4
+𝑎𝑡)]}. 

(6) 

Тут 𝛷(𝑧) – інтеграл ймовірності, таблиці якщо є 

[15, 16] та інших виданнях із спеціальних функцій. 

Якщо 𝛼 → 0, то в (6) виникає невизначеність 

виду |
0

0
|. Розкривши її за правилом Лопіталя, зна-

ходимо при 𝛼 = 0: 

𝑇(0, 𝑡) =
𝑞0𝑅

𝜆𝐹
(√

𝑅2

4
+ 𝑎𝑡 −

𝑅

2
). (7) 

Тут враховано, що: 

𝑑

𝑑𝑧
𝛷(𝑧) =

2

√𝜋
𝑒𝑥𝑝(−𝑧2). 

Зазначимо, що раніше формула (7) була ви-

ведена в [8], де розглядали пластове самонагрі-

вання сировини без урахування тепловідведення 

на стінки силосу. 

У разі відсутності таблиць інтеграл ймовірно-

сті в (6), з похибкою меншою 10−4, можна обчис-

лювати за допомогою наближеної формули [16]: 

𝛷(𝑧) = 1 − (𝑎1𝜉 + 𝑎2𝜉
2 + 𝑎3𝜉

3) × 

× 𝑒𝑥𝑝(−𝑧2) ,  (𝑧 ≥ 0), 
(8) 

де  𝑎1 = 0,348024; 𝑎2 = −0,095879; 𝑎3 = 0,747856, 

𝜉 =
1

1 + 0,47047 ⋅ 𝑧
. 

Після підстановки (8) в (6), одержуємо: 

𝑇(0, 𝑡) ≈
𝑞0𝑅√𝜋

2𝜆𝐹𝛼
[𝑎1(𝛽 − 𝜁) + 

+𝑎2(𝛽
2 − 𝜁2) + 𝑎3(𝛽

3 − 𝜁3)]. 

(9) 

Тут  

𝛽 =
2

2 + 0,47047(𝛼𝑅)
; 

𝜁 =
2

2 + 0,47047(𝛼√𝑅2 + 4𝑎𝑡)
. 

Таким чином, розрахунок максимальної тем-

ператури в центрі осередку самонагрівання зво-

диться до обчислень елементарних функцій. 

Інтеграл (5), що описує розподіл температур 

по вісі силосу, теж виражається через інтеграл 

ймовірності. Враховуючи дані в довіднику  

[17, с. 453], одержуємо: 

𝑇(𝑥, 𝑡) =
𝑞0𝑅√𝜋

4𝜆𝐹𝛼
{𝑒𝑥𝑝 (

𝛼2𝑅2

4
) × 

[2ch(𝛼𝑥) − 𝑒𝑥𝑝(−𝛼𝑥)𝛷 (
𝛼𝑅

2
−
𝑥

𝑅
) − 

−𝑒𝑥𝑝(𝛼𝑥)𝛷 (
𝛼𝑅

2
+
𝑥

𝑅
)] − 

−𝑒𝑥𝑝 [𝛼2 (
𝑅2

4
+ 𝑎𝑡)] × 

× [2ch(𝛼𝑥) − 𝑒𝑥𝑝(−𝛼𝑥) × 

× 𝛷 (𝛼√
𝑅2

4
+𝑎𝑡 −

𝑥

√𝑅2 + 𝑎𝑡
) − 

−𝑒𝑥𝑝(𝛼𝑥)𝛷 (𝛼√
𝑅2

4
+𝑎𝑡 +

𝑥

√𝑅2 + 𝑎𝑡
)]}. 

(10) 

При 𝑡 → ∞ ця формула співпадає з виведе-

ною в [12], де розглядали стаціонарні температу-

рні поля самонагрівання сировини. 

Як окремий випадок при 𝑥 = 0 із (10) випли-

ває формула (6).  

Апроксимація (8) годиться і для обчислень 

𝑇(𝑥, 𝑡), але треба при цьому врахувати, що 

𝛷(−𝑧) = −𝛷(𝑧). 
З метою перевірки адекватності теоретичних 

результатів розглянемо приклад. Сировиною бе-

ремо трав’яну муку, в якої [1]: 𝜆 = 0,09 Вт/(м·К); 

𝜌с = 8,5 ⋅ 105 Дж/(м3·К). Додатково задаємо:  
𝑞0

𝐹
= 50 Вт/м3; 𝐹 = 9𝜋 м2; 𝜒 = 6𝜋 м (радіус силосу 

3 м); ℎ = 0,8 Вт/м2·К; 𝑅 = 0,5 м. Для таких вхідних 

даних: 𝛼 = 2,4343 м−1; 𝛼𝑅 = 1,2172. Обчислені за 

формулою (9) значення 𝑇(0, 𝑡) записано в табл. 1. 

Таблиця 1. Значення 𝑇(0, 𝑡) при різних 𝑡 

𝑡, діб 5 10 30 50 100 200 

𝑇(0, 𝑡)0С 7,61 12,53 23,00 28,24 34,86 40,40 

Як бачимо, в процесі самонагрівання сповіль-

нюється приріст надлишкової температури. 

Для практичної реалізації виведених розра-

хункових формул, крім теплофізичних характери-

стик сировини та характеристик силосу, потрібні 

значення 𝑞0 і 𝑅. Їх доводиться ідентифікувати за 

результатами вимірювань надлишкової темпера-

тури на початку самонагрівання. Розглянемо про-

цедуру визначення характеристик осередку, коли 

відомі 𝑇1 = 𝑇(0, 𝑡1) і 𝑇2(0, 𝑡2), виміряні відповідно 

при 𝑡 = 𝑡1 і 𝑡 = 𝑡2 від початку процесу самонагрі-

вання. Згідно з (9), відношення цих температур не 

залежить від 𝑞0, бо: 

𝜂 =
𝑇2
𝑇1

= 

=
𝑎1(𝛽 − 𝜁2) + 𝑎2(𝛽

2 − 𝜁2
2) + 𝑎3(𝛽

3 − 𝜁2
3)

𝑎1(𝛽 − 𝜁1) + 𝑎2(𝛽
2 − 𝜁1

2) + 𝑎3(𝛽
3 − 𝜁1

3)
. 

(11) 
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Тут  

𝜁𝑗 =
2

2 + 0,47047(𝛼√𝑅2 + 4𝑎𝑡𝑗)
,  𝑗 = 1,2. 

Невідоме 𝛼𝑅, що входить у рівняння (11), мо-
жна знаходити чисельними методами. Але для 
спрощення процедури ідентифікації далі пропо-
нуємо наближене визначення 𝛼𝑅 за допомогою 
графіків на рис. 1 або на рис. 2. 

 

 
 

Рис. 1. Залежності 𝜂 від 𝛼𝑅 при 
𝑡2

𝑡1
= 2 

 
Графічний спосіб накладає обмеження на час 

вимірювання температур, бо потрібно, щоб 
𝑡2

𝑡1
= 2 

або 
𝑡2

𝑡1
= 3. В разі потреби, визначене графічно 𝛼𝑅 

можна уточнити чисельними методами, як корінь 
рівняння (11). 

 

 
 

Рис. 2. Залежності 𝜂 від 𝛼𝑅 при 
𝑡2

𝑡1
= 3 

Після визначення 𝛼𝑅, далі потрібно обчис-

лити 
𝑞0

𝐹
 за формулою: 

𝑞0
𝐹
=
𝑇2 ⋅ 2𝜆𝛼

𝑅√𝜋
[𝑎1(𝛽 − 𝜁2) + 

+𝑎2(𝛽
2 − 𝜁2

2) + 𝑎3(𝛽
3 − 𝜁2

3)]−1. 

(12) 

В результаті проведення ідентифікації фор-

мула (9) стає узгодженою з експериментом і при-

датною для прогнозу розвитку температури в 

центрі осередку самонагрівання. 

Приклад. Зберігаємо вказані вище числові 

дані, крім 
𝑞0

𝐹
 і 𝑅, які вважаємо невідомими. Припу-

стимо, що за результатами експерименту при 

𝑡1 = 5 діб 𝑇1 = 7,610С, а при 𝑡2 = 10 діб 𝑇2 =

12,530С. Тоді 𝜂 = 1,65; 4𝑎𝛼2𝑡1 = 1,084 ≈ 1. На від-

повідному графіку на рис. 1 вказаному 𝜂 відпові-

дає 𝛼𝑅 ≈ 1,2. Звідки 𝑅 ≈ 0,493 м, замість 𝑅 = 0,5 

м, яке використовували для обчислення задіяних 

значень 𝑇1 і 𝑇2, що в табл. 1. Підставивши 𝑅 =

0,493 м і інші числові дані в формулу (12) одержу-

ємо 
𝑞0

𝐹
= 49,803 Вт/м3, що мало відрізняється від 

точного значення 
𝑞0

𝐹
= 50 ВТ/м3. Задавши в (9) 

𝑞0

𝐹
= 49,803 Вт/м3, 𝑅 = 0,493 м та інші числові дані 

проводимо прогноз розвитку температури в цен-

трі осередку. Отримані результати заносимо в 

табл. 2. 

Таблиця 2. Результати прогнозу  
розвитку температури 

𝑡, діб 5 10 30 50 100 200 

𝑇(0, 𝑡)
0С 

7,62
8 

12,5
29 

22,9
04 

28,0
76 

34,5
97 

40,0
52 

 
Значення температур в табл. 1 і табл. 2 при 

𝑡 = 5 і 𝑡 = 10 діб близькі, що підтверджує прави-

льність проведення ідентифікації параметрів осе-

редку. Малі розбіжності маємо і в результаті про-

гнозу розвитку температури при більших 𝑡. 

Висновки. Одержаний аналітичний розв’язок 

задачі нестаціонарної теплопровідності дає мож-

ливість не тільки розрахувати температуру плас-

тового самонагрівання сировини з урахуванням 

тепловідводу на стійки силосу, а й ідентифікувати 

параметри осередку, що потрібно для прогнозу 

розвитку температури. Розв’язки зручні в практи-

чній реалізації теоретико-експериментального 

методу розрахунку. Вони не потребують спеціа-

льних комп’ютерних програм, пов’язаних з 

розв’язуванням оберненої задачі теплопровідно-

сті, що відноситься до математично некоректних 

задач. Розрахунки підтвердили адекватність ана-

літичних результатів. 
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Аннотация 

К расчету и прогнозу температуры пластового  
самонагревания растительного сырья 

В.П. Ольшанский, М.В. Слипченко, О.В. Ольшанский  

Получено аналитическое решение задачи нестационарной теплопроводности при пластовом само-
нагревании растительного сырья очагом без четкой границы. Принят нормальный закон распределения 
термоисточников в очаге, в предположении, что центр очага удален от торцов силоса. Учтено теплоот-
дачу на боковые стенки силоса. Для построения аналитического решения уравнения теплопроводности 
использовано интегральное косинус-преобразование. Несобственные интегралы и распределение из-
быточной температуры в сырье выражено через интеграл вероятности, а затем с помощью известной 
аппроксимации сведено к элементарным функциям. Показано, что прирост избыточной температуры 
замедляется в ходе процесса самонагревания. Для идентификации параметров распределения термо-
источников в очаге построено графики типа номограмм. Показано их использование для определения 
этих параметров по результатам измерения избыточной температуры в два момента времени в начале 
процесса самонагревания. После проведения идентификации расчетные формулы, как согласованные 
с экспериментом, стают пригодными для прогноза развития температуры сырья с течением времени в 
рамках выбранной теоретической модели. Приведен пример идентификации параметров очага и про-
гноза нарастания температуры. Изложенный теоретико-экспериментальный способ расчета удобен в 
практической реализации, так как не требует составления специальных компьютерных программ, но 
ограничен вариантом локализованных температурных полей, которые возможны в растительном сырье 
из-за слабой его теплопроводности. Полученное аналитическое решение задачи нестационарной теп-
лопроводности дает возможность не только рассчитать температуру пластового самонагревания сырья 
с учетом теплоотвода на стойки силоса, но и идентифицировать параметры очага, что нужно для про-
гноза развития температуры. Решения удобны и не требуют специальных компьютерных программ, 
связанных с решением обратной задачи теплопроводности, которые относится к математически некор-
ректным задачам. Адекватность полученных аналитических зависимостей подтверждена расчетами. 

Ключевые слова: пластовое самонагревание растительного сырья, прямая и обратная задачи 
нестационарной теплопроводности, косинус-преобразование, идентификация плотности термо-
источников, прогноз развития температуры. 

Abstract 

To calculation and forecast of the temperature  
of formation self-heating of plant raw materials 

V.P. Olshanskiy, M.V. Slipchenko, O.V. Olshanskiy 

An analytical solution to the problem of non-stationary thermal conductivity in the formation of self-heating 
of plant raw materials by a focus without a clear boundary is obtained. A normal distribution law of thermal 
sources in the hearth is adopted, under the assumption that the center of the cell is remote from the ends of 
the silo. Heat transfer to the side walls of the silo is taken into account. An integral cosine transform is used to 
construct an analytical solution to the heat equation. Improper integrals and the distribution of excess temper-
ature in the raw material are expressed through the integral of probability, and then, using a known approxi-
mation, reduced to elementary functions. It is shown that the increase in excess temperature slows down 
during the self-heating process. To identify the parameters of the distribution of thermal sources in the hearth, 
graphs of the type of nomograms were built. Their use is shown to determine these parameters from the results 
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of measuring the excess temperature at two points in time at the beginning of the self-heating process. After 
identification, the calculation formulas, as consistent with the experiment, become suitable for predicting the 
development of the temperature of raw materials over time within the framework of the chosen theoretical 
model. An example of identification of the source parameters and the forecast of the temperature rise is given. 
The stated theoretical and experimental method of calculation is convenient in practical implementation, since 
it does not require the compilation of special computer programs, but is limited to the variant of localized 
temperature fields that are possible in plant raw materials due to its weak thermal conductivity. The obtained 
analytical solution to the problem of non-stationary thermal conductivity makes it possible not only to calculate 
the temperature of self-heating of the reservoir, taking into account heat transfer to the silo racks, but also to 
identify the parameters of the source, which is necessary to predict the development of temperature. The 
solutions are convenient and do not require special computer programs associated with solving the inverse 
problem of heat conduction, which are mathematically incorrect problems. The adequacy of the obtained an-
alytical dependences is confirmed by calculations. 

Keywords: reservoir self-heating of plant raw materials, direct and inverse problems of non-stationary 
thermal conductivity, cosine transformation, identification of the density of thermal sources, forecast of tem-
perature development. 
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