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Описано вільні затухаючі коливання осцилятора з сухим тертям Кулона при наявності ліній-

ного та кубічного доданків у виразі відновлюючої сили, яка залежить від переміщення системи. 
Використовуючи перший інтеграл нелінійного диференціального рівняння руху, визначення точних 
значень амплітуд розмахів зведено до обчислення відповідних дійсних коренів кубічного рівняння, 
що має аналітичну реалізацію. Для наближеного обчислення значень амплітуд запропонована та-
кож додаткова компактна ітераційна формула. Задовільна збіжність ітерацій по ній підтверджена 
чисельними розрахунками. Розв’язана також задача визначення тривалостей розмахів. Для цього 
переходом до нових змінних інтегрування невласний інтеграл другого роду зведено до суми двох 
власних інтегралів, що виражають тривалість розмаху в часі. Їх доводиться інтегрувати чисель-
ними методами на комп’ютері. Тому додатково подано нерівності для двобічної оцінки тривалос-
тей розмахів та запропонована компактна формула, що дає можливість наближено обчислити цю 
тривалість. Проведено порівняння числових результатів, одержаних різними способами. Пока-
зано, що затухання амплітуд коливань, тривалості розмахів у часі їх кількість до повної зупинки 
осцилятора залежать від характеристик нелінійності. Встановлено, що у зв’язку з нелінійною пру-
жністю, тривалості розмахів осцилятора Дуффінга залежать від амплітуд коливань. Від характе-
ристик нелінійності також залежить і ширина області застою осцилятора, визначення якої зведено 
до обчислення дійсного кореня кубічного рівняння за формулами Кардано. Виведені формули да-
ють можливість без використання другого інтегралу нелінійного рівняння коливань осцилятора об-
числити його основні кінематичні характеристики, які змінюються в ході руху. 
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Вступ. Незважаючи на суттєві досягнення в 

теорії нелінійних коливань і тепер продовжує ак-

тивно розвиватись ця область нелінійної меха-

ніки. Свідченням тому є монографічні видання  

[1-4], де надруковано чималі списки літературних 

джерел і проведено їх відповідний огляд. Пи-

тання затухання вільних коливань, при дії різних 

дисипативних сил, висвітлено також в [5-8] та ін-

ших публікаціях. 

Аналіз літературних даних та постановка 
проблеми. Осцилятор Дуффінга відноситься до 
класичних нелінійних коливальних систем. При 
дослідженні його руху апробовано чимало мето-
дів нелінійної механіки [9-11]. В даній роботі зроб-
лена спроба з’ясувати особливості його руху при 
дії сили сухого тертя, використовуючи точні та на-
ближені розв’язки задачі. Для аналізу руху 

задіяно лише перший інтеграл рівняння коли-
вань, чого достатньо для обчислень максималь-
них відхилень системи від положення статичної 
рівноваги та визначення ширини області застою. 

Метою роботи є виведення та апробація фо-
рмул для обчислення амплітуд і тривалостей ро-
змахів при «жорсткій» та «м’якій» пружностях си-
стеми з одним ступенем вільності, в умовах дії 
сили сухого тертя. 

Основна частина роботи. Вільні коливання 
системи, зумовлені початковим відхиленням її від 
положення статичної рівноваги, описуємо дифе-
ренціальним рівнянням: 

�̈� + 𝜔2𝑥 + 𝜆𝑥3 = −𝑓𝑔 sign(�̇�) (1) 

при початкових умовах: 

𝑥(0) = −𝑎0;  �̇�(0) = 0 (2) 



В.П. Ольшанський, В.В. Бурлака, М.В. Сліпченко 83 

V.P. Olshanskiy, V.V. Burlaka, M.V. Slipchenko  

 
 

 

ISSN 2311-1828 Інженерія природокористування, 2020, №1(15), с. 82 - 88 

http://enm.khntusg.com.ua  Engineering of nature management, 2020, #1(15), p. 82 - 88 

 

В (1), (2) 𝜔2 = 𝑐1/𝑚; 𝜆 = 𝑐2/𝑚; 𝑐1, 𝑐2 – харак-

теристики пружності системи; 𝑚 – маса осциля-

тора; 𝑓 – коефіцієнт сухого тертя; 𝑔 – приско-

рення вільного падіння; 𝑥 = 𝑥(𝑡) – коливальне пе-

реміщення системи; 𝑎0 – початкове відхилення 

осцилятора від положення рівноваги в бік від’єм-

них значень на осі 𝑜𝑥; 𝑡 – час; крапка над 𝑥 озна-

чає похідну по 𝑡. 

Обчислення ширини області застою. Оскі-

льки осцилятор припиняє рух в області застою 

𝑥 ∈ [−𝑎∗; 𝑎∗], обчислимо величину 𝑎∗. Для цього 

треба розв’язати кубічне рівняння: 

𝜆𝑎∗
3 + 𝜔2𝑎∗ − 𝑓𝑔 = 0, (3) 

У випадку лінійної пружини, коли 𝜆 = 0,  

маємо:  

𝑎∗ =
𝑓𝑔

𝜔2
 , (4) 

що давно відомо в теорії коливань. 

Якщо пружина осцилятора нелінійно «жорс-

тка» (𝜆 > 0), то єдиний дійсний корінь рівняння (3) 

додатній і його досить просто обчислити по фор-

мулі: 

 𝑎∗ = √√𝑞2 − 𝑝3 − 𝑞
3

− √√𝑞2 − 𝑝3 + 𝑞
3

, (5) 

де 

𝑞 = −
1

2

𝑓𝑔

𝜆
;  𝑝 = −

1

3

𝜔2

𝜆
.  

До формули (5) приводить відомий розв'язок 

кубічного рівняння в формі Кардано [12]. 

При «м’якій» нелінійності пружини осциля-

тора (𝜆 < 0) рівняння (3) має три дійсних кореня. 

Менший з додатних коренів 𝑎∗ теж просто знайти 

по формулі: 

𝑎∗ = √(
𝛽

2
)

2

−
𝜔2 + 𝜆𝛽2

𝜆
−

𝛽

2
 , (6) 

в якій  

𝛽 = 2√𝑝 cos
𝛼

3
;  𝛼 = 𝜋 − arccos

𝑞

√𝑝3
 .  

Крім викладених точних розв’язків, корінь 𝑎∗ 

рівняння (3) можна також обчислювати наближе-

ними методами. Одним із них є метод простих 

ітерацій по формулі: 

𝑎∗𝑘 ≈
𝑓𝑔

𝜔2 + 𝜆𝑎∗𝑘−1
2 , 𝑘 = 1,2,3, . .. (7) 

Незалежно від знака 𝜆 за початкове набли-

ження в формулу (7) можна підставити 𝑎∗0 ≈ 0. 

Рух осцилятора припиняється, якщо амплі-
туда відхилення j-го розмаху при �̇� = 0 стане за-
довольняти нерівності: 

𝑎𝑗 ≤ 𝑎∗. 

Тому при початкових умовах (2) вважаємо, 

що 𝑎0 > 𝑎∗.  

Виведення формул для обчислень амплітуд 

розмахів. Під час руху на першому розмасі, коли 

−𝑎0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎1, �̇� > 0 і рівняння (1) набуває вигляд: 

�̈� + 𝜔2𝑥 + 𝜆𝑥3 = −𝑓𝑔, (8) 

або 

𝜐
𝑑𝜐

𝑑𝑥
= −𝑓𝑔 − 𝜔2𝑥 − 𝜆𝑥3, 

де 𝜐 = �̇�. 

Проінтегрувавши (8) по 𝑥, одержуємо вираз 

швидкості руху:  

𝜐 = √2√𝑐3 − 𝑓𝑔𝑥 −
1

2
𝜔2𝑥2 −

𝜆

4
𝑥4, 

з точністю до довільної сталої 𝑐3. 
Задовольнивши початковим умовам (2) зна-

ходимо сталу 𝑐3 і швидкість руху на першому ро-
змасі: 

𝜐 = √2 ∙ √
𝜆

4
(𝑎0

4 − 𝑥4) +
𝜔2

2
(𝑎0

2 − 𝑥2) − 𝑓𝑔(𝑎0 + 𝑥). 

Структура цієї формули збережеться і для j-

го розмаху, коли −𝑎𝑗−1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎𝑗 , але матиме 

більш загальний вигляд: 

|𝜐| = √2 ∙ (
𝜆

4
∙ (𝑎𝑗−1

4 − 𝑥4) + 

+
𝜔2

2
(𝑎𝑗−1

2 − 𝑥2) − 𝑓𝑔(𝑎𝑗−1 + 𝑥))

1

2

 

(9) 

Враховуючи, що в кінці j-го розмаху 𝑥 = 𝑎𝑗, 

𝜐 = 0 із (9) одержуємо кубічне рівняння: 

𝑎𝑗
3 − 𝑎𝑗−1𝑎𝑗

2 + (𝑎𝑗−1
2 +

2𝜔2

𝜆
) 𝑎𝑗 − 

− (
4𝑓𝑔

𝜆
−

2𝜔2

𝜆
𝑎𝑗−1 − 𝑎𝑗−1

3 ) = 0. 

(10) 

Щоб знайти аналітичні розв’язки рівняння 

(10) потрібно обчислити допоміжні величини: 

𝑄𝑗 =
1

2
(

4𝑓𝑔

𝜆
−

20

27
𝑎𝑗−1

3 −
4

3

𝜔2

𝜆
𝑎𝑗−1) ; 

𝑃𝑗 = −
1

9
(2𝑎𝑗−1

2 +
6𝜔2

𝜆
). 
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Якщо виявляється, що 𝑄𝑗
2 − 𝑃𝑗

3 ≥ 0, то корінь 

подається виразом: 

𝑎𝑗 =
𝑎𝑗−1

3
+ √√𝑄𝑗

2 − 𝑃𝑗
3 − 𝑄𝑗

3

− 

− √√𝑄𝑗
2 − 𝑃𝑗

3 + 𝑄𝑗

3

. 

(11) 

У випадку, коли 𝑄𝑗
2 − 𝑃𝑗

3 < 0, обчислення 𝑎𝑗 

доводиться проводити за формулами: 

𝑎𝑗 =
𝑎𝑗−1 − 𝛽𝑗

2
+ 

+√−
2𝜔2

𝜆
− 3

(𝑎𝑗−1 − 𝛽𝑗)
2

4
− 𝑎𝑗−1𝛽𝑗 ; 

(12) 

𝛽𝑗 = 2√𝑃𝑗 cos (
𝐴𝑗

3
) +

𝑎𝑗−1

3
;  

𝐴𝑗 = 𝜋 − arccos
𝑄𝑗

√𝑃𝑗
3

 . 
 

Із наближених способів обчислення амплітуд 

розмахів укажемо метод простих ітерацій на базі 

співвідношення: 

𝑎∗𝑘 ≈ 𝑎𝑗−1

2𝑓𝑔

𝜔2 +
𝜆

2
(𝑎𝑗−1

2 + 𝑎𝑗𝑘−1
2 )

; 

𝑘 = 1,2,3, . .., 
(13) 

Компактна формула (13) придатна для розра-

хунків, як при 𝜆 > 0, так і при 𝜆 < 0. У випадку лі-

нійної пружини із (13) випливає відома залеж-

ність: 

𝑎𝑗 = 𝑎𝑗−1 −
2𝑓𝑔

𝜔2
 . 

Обчислення тривалості розмахів. Вихо-

дячи з того, що тривалість 𝑡𝑗 j-го розмаху пода-

ється інтегралом: 

𝑡𝑗 = ∫
𝑑𝑥

|𝜐|

𝑎𝑗

−𝑎𝑗

 . (14) 

Після підстановки (9) в (14), одержуємо: 

𝑡𝑗 =
1

√2
𝛪(𝑎𝑗−1, 𝑎𝑗) = 

= ∫
𝑑𝑥

√
𝜆

4
(𝑎𝑗−1

4 − 𝑥4) +
𝜔2

2
(𝑎𝑗−1

2 − 𝑥2) − 𝑓𝑔(𝑎𝑗−1 + 𝑥)

𝑎𝑗

−𝑎𝑗

 

При 𝜆 = 0 можливе аналітичне обчислення 

𝛪(𝑎𝑗−1, 𝑎𝑗 ). Воно призводить до відомої формули: 

𝑡𝑗 =
𝜋

𝜔
, 

Коли тривалість всіх розмахів одинакові і не 

залежать від амплітуд розмахів та від стартового 

відхилення 𝑎0.  

Ця синхронність коливань порушується для 

нелінійно пружної системи. При 𝜆 ≠ 0 значення 

𝛪(𝑎𝑗−1, 𝑎𝑗 ) доводиться знаходити чисельними ме-

тодами на комп’ютері. Варто звернути на те, що 

інтеграл 𝛪(𝑎𝑗−1, 𝑎𝑗 ) відноситься до невласних інте-

гралів другого роду, бо підінтегральна функція 

має особливості при 𝑥 = 𝑎𝑗−1 і 𝑥 = 𝑎𝑗. Щоб усу-

нути сингулярності, виконаємо наступні перетво-

рення. Подамо інтеграл сумою двох доданків: 

𝛪(𝑎𝑗−1, 𝑎𝑗) = 𝛪(𝑎𝑗−1, 0) + 𝛪(0, 𝑎𝑗 ), 

де: 

𝛪(𝑎𝑗−1, 0) = ∫ 𝑑𝑥 ∙ (𝑎𝑗−1 + 𝑥)
−

1

2 ×
0

−𝑎𝑗−1

 

× 𝑑𝑥 ∙ [
𝜆

4
(𝑎𝑗−1

2 + 𝑥2)(𝑎𝑗−1 − 𝑥) + 

+
𝜔2

2
(𝑎𝑗−1 − 𝑥) − 𝑓𝑔]

−
1

2

 

 

𝛪(0, 𝑎𝑗 ) = ∫ 𝑑𝑥 ∙ (
𝜆

4
(𝑎𝑗−1

4 − 𝑥4) +
𝑎𝑗

0

 

+
𝜔2

2
(𝑎𝑗−1

2 − 𝑥2) − 𝑓𝑔(𝑎𝑗−1 + 𝑥))

−
1

2

 

Уведенням нової змінної 𝑎𝑗−1 + 𝑥 = 𝜉2 пер-

шому з них надаємо вигляд: 

𝛪(𝑎𝑗−1, 0) = 2 ∫ 𝑑𝜉 ∙ ((2𝑎𝑗−1 − 𝜉2) ×
√𝑎𝑗−1

0

 

[
𝜆

4
(𝑎𝑗−1

2 + (𝜉2 − 𝑎𝑗−1)
2

) +
𝜔2

2
] − 𝑓𝑔)

−
1

2

 

(15) 

 
Віднявши під коренем у другому інтегралі  

вираз: 

𝜆

4
(𝑎𝑗−1

4 − 𝑎𝑗
4) +

𝜔2

2
(𝑎𝑗−1

2 − 𝑎𝑗
2) − 𝑓𝑔(𝑎𝑗−1 + 𝑎𝑗) = 0, 

його зводимо до квадратури: 

𝛪(0, 𝑎𝑗 ) = ∫ 𝑑𝑥 ∙ ((𝑎𝑗−1 − 𝑥) ×
𝑎𝑗

0

 

× [
𝜆

4
(𝑎𝑗

2 + 𝑥2)(𝑎𝑗 + 𝑥) + 

+
𝜔2

2
(𝑎𝑗 + 𝑥)] + 𝑓𝑔)

−
1

2

 

(15) 



В.П. Ольшанський, В.В. Бурлака, М.В. Сліпченко 85 

V.P. Olshanskiy, V.V. Burlaka, M.V. Slipchenko  

 
 

 

ISSN 2311-1828 Інженерія природокористування, 2020, №1(15), с. 82 - 88 

http://enm.khntusg.com.ua  Engineering of nature management, 2020, #1(15), p. 82 - 88 

 

Щоб позбавитись сингулярності вводимо 
змінну 𝑎𝑗 − 𝑥 = 𝜂2. Тоді: 

𝛪(0, 𝑎𝑗) = 2 ∫ 𝑑𝜂 ∙  ((2𝑎𝑗 − 𝜂2) ×
√𝑎𝑗

0

 

× [
𝜆

4
(𝑎𝑗

2 + (𝑎𝑗 − 𝜂2)
2

) +
𝜔2

2
] + 𝑓𝑔)

−
1

2

 

(16) 

Інтеграли (15) і (16) можна обчислювати 

будь-яким методом на комп’ютері. 

Якщо поступитися точністю визначення 𝑡𝑗,  

то тривалість j-го розмаху можна знайти  

за формулою: 

𝑡𝑗 =
𝜋

√𝜔2 +
3

16
𝜆(𝑎𝑗−1 + 𝑎𝑗)

2
. 

(17) 

При такому розрахунку відпадає потреба 
проводити чисельне інтегрування в (15), (16) на 
комп’ютері.  

В доповнення до (17) можна запропонувати 

двобічні оцінки 𝑡𝑗. 

У випадку жорсткої характеристики пружно-

сті, коли 𝑐2 > 0, виконуються нерівності: 

𝑡𝑗
∗ < 𝑡𝑗 <

𝜋

𝜔
 . (18) 

Тут 

𝑡𝑗
∗ =

𝜋

√𝜔2 + 0,75 ∙ 𝜆 ∙ 𝑎𝑗−1
2

 . 

Якщо характеристика пружності м’яка, тобто 

𝑐2 < 0, то: 

𝜋

𝜔
< 𝑡𝑗 < 𝑡𝑗

∗∗. (19) 

Тут  

tj
∗ =

π

√ω2 − 0,75|λ|aj−1
2

 . 

Вище припускали, що коливання спричинені 

початковим відхиленням системи від положення 

рівноваги. Але одержані формули можна викори-

стати і в тому випадку, коли в положенні 𝑥 = 0 

 осцилятор миттєво отримає швидкість 𝜐0. При 

цьому стала 𝑐3 буде дорівнювати 
1

2
𝜐0. 

Швидкість руху осцилятора на проміжку  

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎0 ставитиме: 

𝜐(𝑥) = √2√
1

2
𝜐0

2 − 𝑓𝑔𝑥 −
1

2
𝜔𝑥2 −

𝜆

4
𝑥4. 

Досягнувши максимального відхилення  

𝑥 = 𝑎1, осцилятор зупиниться. Тому: 

𝜐0
2 = 2𝑓𝑔𝑎1 + 𝜔𝑎1

2 +
𝜆

2
𝑎1

4. (20) 

Цей вираз дозволяє досить просто обчислити 
ту початкову швидкість, що забезпечує задане 
стартове відхилення 𝑎1 > 𝑎∗. Якщо 𝑎1 < 𝑎∗, то ос-
цилятор не вийде з області застою і його подаль-
ший коливальний рух неможливий. Задача дещо 
ускладнюється, коли треба знайти переміщення 
𝑎1 по заданому 𝜐0. При такій постановці задачі рі-
вняння (20) доводиться розв’язувати числовими 
методами. 

Числові результати і їх аналіз.  
Для проведення розрахунків приймаємо  

𝑚 = 1 кг; 𝑓 = 0,40775; 𝑎0 = 0,05 м; 𝑐1 = 103 Н/м; 
𝑐2 = ±2 ⋅ 105 Н/м3. 

Обчислимо ширину області застою. Для вка-
заних числових даних по формулах (4)-(6) знахо-
димо, що 103𝑎∗ = 4; 3,9873;  4,0129 м, відповідно 
при 𝜆 = 0; 𝜆 > 0; 𝜆 < 0. При м’якій характеристиці 
пружності ширина області застою дещо більша, 
ніж при жорсткій характеристиці, що впливає на 
кількість розмахів до повної зупинки осцилятора. 

Результати обчислень 𝑎∗ методом ітерацій по 
формулі (7) записано в табл. 1. Початковим на-
ближенням брали 𝑎∗0 = 0, 𝑘 – номер ітерації. 

 
Таблиця 1. Результати ітерацій по формулі (7) 

 
𝑘 1 2 3 4 

103𝑎∗𝑘 м, 
при 𝜆 > 0 

4,0000 3,9872 3,9873 3,9873 

103𝑎∗𝑘 м, 
при 𝜆 < 0 

4,0000 4,0128 4,0129 4,0129 

Процес ітерацій швидко збігається, тому фо-
рмула (7) зручна для проведення обчислень 𝑎∗. 

Одержані за допомогою формули (11) амплі-
туди розмахів (з точністю до 10-5) записано в 
табл. 2. Для прийнятих вихідних даних необхід-
ність використання формули (12) не виникала. 

 
Таблиця 2. Амплітуди коливань при різних хара-

ктеристиках пружності осцилятора 
 

𝑗 
𝑐2 > 0 𝑐2 = 0 𝑐2 < 0 

Значення 102𝑎𝑗, м 

1 4,4474 4,2000 3,6958 

2 3,8532 3,4000 2,6848 

3 3,2141 2,6000 1,7918 

4 2,5287 1,8000 0,9574 

5 1,7990 1,0000 0,1498 

6 1,0320 0,2000 - 

7 0,2409 - - 

Кількість розмахів до повної зупинки осциля-
тора при 𝑐2 > 0 виявилась більшою, ніж при  
𝑐2 < 0. Вона узгоджується з шириною області за-
стою, що в табл. 1. 
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Про швидкість збіжності ітерацій при обчис-
ленні 𝑎𝑗 по формулі (13), при 𝑐2 > 0 і 𝑐2 < 0 на-

дана в табл. 3 і в табл. 4. Там 𝑘 – номер ітерації, 
𝑗 – номер амплітуди. 

 
Таблиця 3. Результати ітерацій  

по формулі (13) при 𝑐2 > 0 
 

𝑘 
𝑗 = 1 𝑗 = 2 𝑗 = 3 𝑗 = 4 𝑗 = 5 

Значення 100𝑎𝑗𝑘, м 

1 4,4667 3,8742 3,2363 2,5511 1,8194 

2 4,4481 3,8539 3,2148 2,5294 1,7995 

3 4,4475 3,8532 3,2141 2,5287 1,7990 

4 4,4474 3,8532 3,2141 2,5287 1,7990 

 
Таблиця 4. Результати ітерацій  

по формулі (13) при 𝑐2 < 0 
 

𝑘 
𝑗 = 1 𝑗 = 2 𝑗 = 3 𝑗 = 4 𝑗 = 5 

Значення 100𝑎𝑗𝑘, м 

1 3,4000 2,5951 1,7501 0,9369 0,1424 

2 3,7390 2,6909 1,7933 0,9577 0,1498 

3 3,6890 2,6844 1,7918 0,9574 0,1498 

4 3,6969 2,6849 1,7918 0,9574 0,1498 

5 3,6956 2,6848 1,7918 0,9574 0,1498 

6 3,6958 2,6848 1,7918 0,9574 0,1498 

 

За початкове наближення приймали  

𝑎𝑗0 = 𝑎𝑗−1, тобто 𝑎10 = 𝑎0, 𝑎20 = 𝑎1 і т.д. Збіжність 

ітерацій прискорюється зі збільшенням 𝑗. 

Обчислення тривалості 𝑡𝑗 для лінійно пруж-

ного осцилятора, при 𝑐2 = 0, дало 𝑡𝑗 ≈ 0,099346 с 

незалежно від 𝑗, що властиво для ізохронних ко-
ливань. 

Результати обчислень 𝑡𝑗 при 𝑐2 > 0 записано 

в табл. 5. 
 

Таблиця 5. Значення 𝑡𝑗
∗ і 𝑡𝑗 при 𝑐2 > 0 

 

𝑗 
100𝑡𝑗

∗, 

с 

100𝑡𝑗, 

с 
𝑗 

100𝑡𝑗
∗, 

с 

100𝑡𝑗, 

с 

1 8,472 
8,598

8,599
 5 9,490 

9,570

9,603
 

2 8,724 
8,848

8,856
 6 9,702 

9,748

9,789
 

3 8,984 
9,101

9,117
 7 9,856 

9,863

9,905
 

4 9,244 
9,347

9,372
 - - - 

 
В табл. 6 надана інформація про тривалість 

розмахів при 𝑐2 < 0. 
Значення 𝑡𝑗, записані в чисельниках, одер-

жані чисельним інтегруванням квадратур (15) і 
(16) на комп’ютері. В знаменниках значення 𝑡𝑗 

обчисленні за формулою (17). Розрахунки підтве-
рджують виконання нерівностей(18) і (19). Зі збі-
льшенням 𝑗 тривалості розмахів 𝑡𝑗 близькі до 

𝜋/𝜔, що мали при лінійній пружності осцилятора, 
коли ігнорували нелінійний додаток. 

 
Таблиця 6. Значення 𝑡𝑗 і 𝑡𝑗

∗∗ при 𝑐2 < 0 

 

𝑗 100𝑡𝑗, с 100𝑡𝑗
∗∗, с 𝑗 100𝑡𝑗

∗∗, с 100𝑡𝑗, с 

1 
12,068

11,737
 12,566 4 

10,134

10,078
 10,183 

2 
10,913

10,793
 11,141 5 

10,003

9,958
 10,004 

3 
10,403

10,330
 10,520 - - - 

 
Висновки. В зв’язку з нелінійною пружністю, 

тривалості розмахів осцилятора Дуффінга зале-
жать від амплітуд коливань. При зменшенні амп-
літуд коливань осцилятора з жорсткою характе-
ристикою пружності зростають тривалості розма-
хів і зменшуються вони в осциляторі з м’якою ха-
рактеристикою. В обох випадках вони наближа-
ються до того значення тривалості напівциклу, 
що має лінійний осцилятор. Виведені формули 
дають можливість без використання другого інте-
гралу нелінійного рівняння коливань осцилятора 
обчислити його основні кінематичні характерис-
тики, які змінюються в ході руху. 
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Аннотация 

Свободные колебания осциллятора Дуффинга с сухим трением 

В.П. Ольшанский, В.В. Бурлака, М.В. Слипченко  

Описаны свободные затухающие колебания осциллятора с сухим трением Кулона при наличии ли-
нейного и кубического слагаемых в выражении восстанавливающей силы, которая зависит от переме-
щения системы. Используя первый интеграл нелинейного дифференциального уравнения движения, 
определения точных значений амплитуд размахов сведено к вычислению соответствующих действи-
тельных корней кубического уравнения, которое имеет аналитическую реализацию. Для приближен-
ного вычисления значений амплитуд предложена также дополнительная компактная итерационная 
формула. Удовлетворительная сходимость итераций по ней подтверждена многочисленными расче-
тами. Решена также задача определения длительностей размахов. Для этого переходом к новым пе-
ременным интегрирования несобственный интеграл второго рода сведено к сумме двух собственных 
интегралов, выражающих продолжительность размаха во времени. Их приходится интегрировать чис-
ленными методами на компьютере. Поэтому дополнительно приведены неравенства двусторонней 
оценки длительностей размахов и предложена компактная формула, которая дает возможность при-
ближенно вычислить эту продолжительность. Проведено сравнение числовых результатов, получен-
ных различными способами. Показано, что затухание амплитуд колебаний, продолжительности разма-
хов во времени их количество до полной остановки осциллятора зависят от характеристик нелинейно-
сти. Установлено, что в связи с нелинейной упругостью, продолжительности размахов осциллятора 
Дуффинга зависят от амплитуд колебаний. От характеристик нелинейности также зависит и ширина 
области застоя осциллятора, определение которой сведено к вычислению действительного корня 
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кубического уравнения по формулам Кардано. Выведены формулы, которые дают возможность без 
использования второго интеграла нелинейного уравнения колебаний осциллятора вычислить его ос-
новные кинематические характеристики, изменяющиеся в ходе движения. 

Ключевые слова: свободные затухающие колебания, осциллятор Дуффинга, сухое трение, ам-
плитуды размаха, продолжительность размахов, интегральные оценки. 

Abstract 

Free vibrations of Duffing oscillator with dry friction 

V.P. Olshanskiy, V.V. Burlaka, M.V. Slipchenko 

Free damped oscillations of an oscillator with dry Coulomb friction are described in the presence of linear 
and cubic terms in the expression of the restoring force, which depends on the displacement of the system. 
Using the first integral of the nonlinear differential equation of motion, determining the exact values of the 
amplitudes of the ranges is reduced to calculating the corresponding real roots of the cubic equation, which 
has an analytical implementation. For an approximate calculation of the amplitudes, an additional compact 
iterative formula is also proposed. The satisfactory convergence of iterations on it is confirmed by numerous 
calculations. The problem of determining the duration of the range is also solved. For this, a transition to new 
integration variables reduces the improper integral of the second kind to the sum of two eigen integrals ex-
pressing the duration of the range in time. They have to be integrated by numerical methods on a computer. 
Therefore, the inequalities of the two-sided estimation of the durations of the ranges are additionally presented 
and a compact formula is proposed that makes it possible to approximately calculate this duration. The nu-
merical results obtained in various ways are compared. It is shown that the damping of the oscillation ampli-
tudes, the duration of the amplitude over time, their number until the oscillator stops completely depend on the 
characteristics of nonlinearity. It is established that, due to nonlinear elasticity, the duration of the sweep of the 
Duffing oscillator depends on the amplitudes of the oscillations. The width of the oscillator stagnation region 
also depends on the nonlinearity characteristics, the definition of which is reduced to calculating the real root 
of the cubic equation using the Cardano formulas. Formulas are derived that make it possible, without using 
the second integral of the nonlinear equation of oscillation of the oscillator, to calculate its basic kinematic 
characteristics that change during movement. 

Keywords: free damped oscillations, Duffing oscillator, dry friction, amplitude range, duration of the am-
plitude, integral estimates. 
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