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Стаття присвячена проблемі моделювання деформації дійкової гуми доїльного стакана, як  
ізотропного тіла у вигляді тонкостінного циліндра. За основу взято розроблену аналітичну модель 
дійкової гуми з врахуванням її попереднього натягу, конструкційно-технологічних параметрів та 
фізико-механічних характеристик матеріалу гуми для моделювання деформацій у радіальній, по-
вздовжній й круговій площинах. 

Основним параметром змикання дійкової гуми є її радіальна деформація на всій активній ча-
стині в залежності від конструкційних параметрів та фізико-механічних характеристик гуми.  Пара-
метрами для моделювання деформацій є R – радіус дійкової гуми, Е – модуль пружності, h -  тов-
щина дійкової гуми,  рн – вакуумметричний тиск, l – довжина активної частини дійкової гуми, ν – ко-
ефіцієнт Пуассона для гуми, Fн – сила натягу дійкової гуми. В залежності від центрального кута у 
радіальній площині перерізу моделюється форма деформації дійкової гуми на всій її робочій дов-
жині. За попереднього натягу дійкової гуми безпосередньо після защемлених кінців є деформація 
до 1 мм у вигляді незначно вираженого еліпсоїда. На віддалі до 10 мм від обох защемлених кінців 
за вакууму 48 КПа дійкова гума круглого перерізу деформується у вигляді форми “гантелі”, однак 
за попереднього натягу 60 Н максимальна деформація у місці найбільшого прогину досягає 7 мм 
від радіуса дійкової гуми 11 мм в сторону сплющення, а без попереднього натягу максимальна 
деформація у місці найбільшого прогину досягає 5 мм. 

Аналіз результатів моделювання показує, що попередній натяг дійкової гуми на характер її 
змикання, за дії вакуумметричного тиску, не впливає. Натяг частково змінює величину деформації. 
Однак, попередній натяг дійкової гуми забезпечує початкову деформацію у перерізі 
безпосередньо після защемлення, зменшуючи діаметр, і уможливлює надійне утримування 
доїльного стакана на дійці корови. 
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Вступ. Проектування робочих елементів ма-
шин, зокрема доїльних стаканів можливо за 
умови визначення деформацій матеріалу у про-
цесі роботи доїльного апарату. Дійкова гума без-
посередньо контактує з дійкою корови і впливає 
на якість процесу доїння. Від ефективності її ро-
боти залежить інтенсивність молоковіддачі, три-
валість доїння, здоров’я вимені і відповідно якість 
молока. В процесі експлуатації дійкова гума змі-
нює свої властивості, втрачає еластичність, роз-
тягується, що впливає на захворювання масти-
том, утворення мозолів на кінчиках дійок, що 
веде до гіперкератозу і атрофії. 

Жорсткість дійкової гуми визначається або за 
величиною розтягу при навантажені її масою 6 кг, 
або за вакуумом змикання протилежних стінок.  

Гума є ізотропним середовищем, а деформація 
гумового тонкостінного циліндра буде відбуватись 
за умови безмоментного напруженого стану [1]. 

Натяг дійкової гуми частково формує харак-
тер змикання, плавний чи змикання з ударом. А з 
тривалістю експлуатації жорсткість гуми втрача-
ється, і для адаптації режиму змикання до фізіо-
логії молоковіддачі доцільно коректувати натяг. 

Тому моделювання деформації дійкової гуми 
дозволить обґрунтувати конструкційні і техноло-
гічні параметри за яких величина і характер зми-
кання гуми буде адекватний до фізіологічних осо-
бливостей молоковіддачі.  

Аналіз останніх досліджень. Reitsma S.Y. і 
Breckman D.K. досліджували вплив режимів ро-
боти дійкової гуми і технологічних параметрів 
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процесу доїння на зусилля стиску дійки [2]. Зок-
рема Karas I., Gálik R., Pogran Š. і  Šesták M. про-
вели комп’ютерне моделювання зусилля стиску 
дійкової і тензора деформації [3]. Моделювання 
проводили за товщини гуми від 0,4 мм до 2,3 мм 
і вакуумметричного тиску в піддійковому просторі 
50 кПа для двох типів гуми. Визначення зусилля 
стиску дійковою гумою дійки  Davis M.A., 
Reinemann D.J. і Mein G.A. проводили за розроб-
леною методикою, яка розраховує зусилля за від-
битком [4]. Ними констатовано, що зусилля сти-
ску є прямо пропорційне натягу дійкової гуми. 

Аналіз результатів багатьох порівняльних 
експериментів вказує на те, що дизайн дійкової 
гуми значно впливає на характеристики доїння у 
порівнянні з будь-яким іншим фактором доїль-
ного апарата. Порівняльні дослідження в Ірландії 
показали шестикратну різницю в спаданні доїль-
них стаканів, восьмикратну різницю в захворюва-
ності дійок і 33% відмінностей у інтенсивності мо-
локовіддачі [5]. Зручна дійкова гума мінімізує ри-
зик ураження дійки корови. Діаметр губи мунд-
штука коливається у межах 18-26 мм, середній 
отвір циліндра для дійкової гуми – 18-30 мм, а 
ефективна довжина вкладиша становить прибли-
зно 90-164 мм [6]. 

Як правило, усі дослідники аналізують експе-
риментально деформацію дійкової гуми, її зми-
кання та вплив попереднього натягу в доїльному 
стакані на технологічні параметри роботи доїль-
ного стакана і зусилля змикання.  

Всі твердження ґрунтуються на експеримен-
тальних даних, застосування нового матеріалу 
або інших конструкційних параметрів необхідні 
експериментальні дослідження щодо висновку 
умов експлуатації. 

Мета роботи – провести моделювання  де-
формації дійкової гуми в залежності від її конс-
трукційних параметрів і фізико-механічних харак-
теристик та технологічних параметрів процесу, 
що уможливить виявити вплив монтажного на-
тягу на характер індикаторної діаграми роботи 
доїльного стакана. 

Основна частина. Нами розроблена аналі-
тична модель деформацій дійкової гуми в залеж-
ності від конструкційних і технологічних її параме-
трів [1]. Дійкова гума, як циліндрична оболонка, 
розміщена в доїльному стакані, защемлена у 
двох кінцях і з попереднім натягом. Зусилля на-
тягу діє на кінцях циліндра і становить FН/2. Зі сто-
рони циліндричної частини діє атмосферний 
тису, а у внутрішньому просторі – вакуумметрич-
ний тиск, по зовнішній поверхні циліндра буде рі-
вномірно розподілений тиск рн. Товщина цилінд-
ричної частини, що закріплена по торцях, рівна h. 
Система координат циліндрична x i φ. 

Рівняння деформації дійкової гуми має ви-
гляд [1]: поздовжньої  

У рівняннях (1), (2) і (3) наступні параметри: 
R – радіус дійкової гуми, м; Е – модуль пружно-
сті, Н/м2; h –  товщина дійкової гуми, м; рн – ваку-
умметричний тиск, Н/м2; l – довжина активної ча-
стини дійкової гуми, м; ν – коефіцієнт Пуассона; 
φ – центральний кут, град.; Fн – сила натягу дій-
кової гуми, Н; х – довільна віддаль від одного з 
кінців дійкової гуми, м. 
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Наведені залежності (1), (1) і (3) дозволяють 
моделювати деформацію дійкової гуми у повздо-
вжній, круговій і радіальній площинах в залежно-
сті від її конструкційних параметрів та фізико-ме-
ханічних характеристик матеріалу. 
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Моделювання деформації дійкової гуми про-
водили за наступних вихідних даних: радіус 
R = 0,01 м; довжина активної частини дійкової 
гуми (віддаль між защемленими кінцями гуми)  
l = 0,14 м; товщина дійкової гуми h = 0,002 м; кое-

фіцієнт Пуассона ν = 0,47; модуль пружності 
Е = 100 МПа; сила натягу дійкової гуми Fн = 60 Н; 
вакуумметричний тиск рн = 48 кПа. Результати 
моделювання наведено на рис. 1. 

 

 
 

Рис. 1. Характер радіальної деформації (w) по 

довжині (x) активної частини і центрального 

кута (φ) повороту радіуса R для дійкової гуми 
круглого перерізу 

 
Для тригранної дійкової гуми результати мо-

делювання наведені на рис. 2. 
 

 
 

Рис. 2. Характер радіальної деформації (w) по 

довжині (x) активної частини і центрального 

кута (φ) повороту радіуса R для дійкової гуми 
тригранного перерізу 

 

Аналіз результатів моделювання показує, що 
для дійкової гуми максимальна радіальна 
деформація, за відсутності дійки, відбувається у 
середньому перерізі її активної частини.  

Характер деформації відповідає формі 
поперечного перерізу гуми (рис. 3 і 4). 

 

 
 

Рис. 3. Характер деформації активної частини 
дійкової гуми круглого поперечного перерізу 

на віддалі х = 0,07 м від початку защемлення  
 

 
Рис. 4. Характер деформації активної частини 
дійкової гуми тригранного поперечного пере-

різу на віддалі х = 0,07 м від початку  
защемлення  

 
Важливим є вивчити вплив натягу дійкової 

гуми на характер її деформації та величину де-
формації за навантаження вакуумметричним ти-
ском. Для цього проведено моделювання за на-
тягу дійкової гуми Fн = 60 Н (рис. 5,а) і за відсут-
ності натягу (рис. 5,б) безпесередньо після заще-
млення дійкової гуми, та відповідно на віддалях 

х = 10 мм (рис. 6, а і б) і х = 15 мм (рис. 7, а і б).  
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а) 

 

 
 

б) 

Рис. 5. Характер деформації активної частини 
дійкової гуми круглого поперечного перерізу 

безпосередньо після защемлення:  

а – з попереднім натягом Fн = 60 Н;  
б – без попереднього натягу 

 

Результати моделювання показують, що за 
попереднього натягу дійкової гуми безпосеред-
ньо після защемлених кінців є деформація до 
1 мм у вигляді незначно вираженого еліпсоїда 

(рис. 5). На віддалі до х = 10 мм від обох защем-

лених кінців (рис. 6) за вакууму 48 КПА дійкова 
гума круглого перерізу деформується у вигляді 
форми “гантелі”, однак за попереднього натягу 
Fн  = 60 Н максимальна деформація у місці най-

більшого прогину досягає w = -7 мм від радіуса 

дійкової гуми R = 11 мм в сторону сплющення 
(рис. 6, а), а без попереднього натягу максима-
льна деформація у місці найбільшого прогину до-

сягає w = -5 мм (рис. 6,б). 

 
 

а) 

 

 
 

б) 

Рис. 6. Характер деформації активної частини 
дійкової гуми круглого поперечного перерізу 

на віддалі х = 0,01 м від кінця защемлення:  
а – з попереднім натягом Fн = 60 Н;  

б – без попереднього натягу 

 

На віддалі від защемлення х = 0,015 м дій-

кова гума з попереднім натягом менше деформу-
ється, ніж дійкова гума без попереднього натягу. 
За вакуумметричного тиску 48 КПА з попереднім 
натягом Fн  = 60 Н максимальна деформація у мі-

сці найбільшого прогину досягає w = -6,5 мм (рис. 

7,а), тоді як без попереднього натягу максима-
льна деформація у місці найбільшого прогину до-

сягає w = -8,8 мм (рис. 7,б) від радіуса дійкової 

гуми R = 11 мм в сторону сплющення. 
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б) 
 

Рис. 7 - Характер деформації активної час-
тини дійкової гуми круглого поперечного пере-

різу на віддалі х = 0,015 м від кінця защем-
лення: а – з попереднім натягом Fн = 60 Н;  

б – без попереднього натягу 
 

Попередній натяг дійкової гуми спричинює 
видовження сплющеної гуми у напрямку перпен-
дикулярному до напрямку максимального сплю-
щення, і величина цього видовження є більша, 
ніж за відсутності попереднього натягу. 

Необхідно констатувати, що враховуючи за-
щемлення дійкової гуми з обох кінців, у попе-
речному перерізі по середині активної частини 
повздовжні напруження, які виникають у наслідок 
попереднього натягу і деформації гуми, 
дорівнюють нулю.  

Результати моделювання дозволяють проа-

налізувати вплив конструкційних розмірів сис-

теми “доїльний стакан-дійкова гума” і фізико-ме-

ханічних характеристик матеріалу на характер 

змикання та обґрунтувати раціональні параметри 

доїльного стакана для уможливлення його адап-

тивної роботи. 

Висновок 

Аналіз результатів моделювання показує, що 

попередній натяг дійкової гуми на характер її зми-

кання за дії вакуумметричного тиску не впливає. 

Натяг часткове змінює величину деформації. 

Однак, попередній натяг дійкової гуми забез-

печує початкову деформацію у перерізі безпосе-

редньо після защемлення, зменшуючи діаметр, і 

уможливлює надійне утримування доїльного ста-

кана на дійці корови.  
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Аннотация 
 

Моделирование деформации тонкостенного цилиндра,  
как изотропного тела в виде сосковой резины 

И.В. Дмитрив 

Статья приурочена проблеме моделирования деформации сосковой резины доильного стакана, 

как изотропного тела в виде тонкостенного цилиндра. За основу взято разработанную аналитическую 

модель сосковой резины с учетом ее предварительного натяжения, конструкционно-технологических 

параметров и физико-механических характеристик материала резины для моделирования деформа-

ций в радиальной, продольной и круговой плоскостях. 

Основным параметром смыкания сосковой резины – это радиальная деформация по всей длине 

активной части в зависимости от конструкционных параметров и физико-механических характеристик 

резины. Параметры для моделирования деформации - R – радиус сосковой резины, Е – модуль упру-

гости, h -  толщина сосковой резины, рн – вакуумметрическое давление, l – длина активной части сос-

ковой резины, ν – коэффициент Пуассона для резины, Fн – сила предварительного натяжения сосковой 

резины. В зависимости от центрального угла в радиальной плоскости сечения моделируется форма 

деформации сосковой резины по всей ее рабочей длине. При предварительном натяжении сосковой резины 

непосредственно после защемленных концов деформация составляет до 1 мм в виде незначительно выраженного 

эллипсоида. На расстоянии до 10 мм с обоих защемленных концов при вакууме 48 КПа сосковая резина круглого 

сечения деформируется в виде формы “гантели”, при предварительном натяжении 60 Н максимальная деформа-

ция в сечении максимального прогиба составляет 7 мм от радиуса сосковой резины 11 мм в сторону смыкания, а 

без предварительного натяжения максимальная деформация в сечении максимального прогиба составляет 5 мм. 

Анализ результатов моделирования показал, что предварительное натяжение сосковой резины на 

характер ее смыкания, под действием вакуумметрического давления, не влияет. Натяжение частично 

изменяет величину деформации. Предварительное натяжение сосковой резины обеспечивает началь-

ную деформацию в сечении непосредственно после защемления, уменьшая диаметр, и способствует 

надежному удержанию доильного стакана на соске коровы. 

Ключевые слова: резина сосковая, деформация радиальная, модуль упругости, натяжение, изо-

тропная среда, модель, цилиндр 
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Abstract 
 

Modeling of deformation of a thin-walled cylinder  
as an isotropic body in the form of a rubber 

I.V. Dmytriv 

The article deals with the problem of deformation a liner of a milking cup, as an isotropic body in the form 

of a thin-walled cylinder. Based on the developed analytical model of a liner, taking into account its pre-tension, 

structural and technological parameters and physical and mechanical characteristics of the rubber material for 

modeling deformations in the radial, longitudinal and circular planes. 

The main parameter of the closure of the liner is its radial deformation on the entire active part, depending 

on the design parameters and the physical and mechanical characteristics of the rubber. The parameters for 

deformation modeling are R - radius of the liner, E - modulus of elasticity, h - thickness of the liner, pH - vacuum 

pressure, l - length of the active part of the liner, ν - Poisson coefficient for rubber, Fn - force of the actual liner. 

Depending on the central angle, the deformation shape of the liner along its entire working length is modeled 

in the radial cross-section plane. Under pre-tensioning of the liner, there is a deformation of up to 1 mm in the 

form of a slightly expressed ellipsoid immediately after the pinched ends. At a distance of up to 10 mm from 

both stranded ends at a vacuum of 48 KPa, the liner of the circular cross section is deformed in the form of a 

“dumbbell”, however, with a pre-tension of 60 N, the maximum deformation at the place of greatest deflection 

reaches 7 mm from the radius of the liner 11 mm towards the flattening, and without pre-tensioning the 

maximum deflection at the point of maximum deflection reaches 5 mm. 

The analysis of the simulation results shows that the pre-tension of the rubber does not affect the nature 

of its closure under vacuum pressure. The tension partially changes the amount of deformation. However, pre-

tensioning of the rubber provides initial deformation in the cross section immediately after pinching, reducing 

the diameter, and allowing the milking cup to be held securely by the cow. 

Keywords: rubber, radial deformation, modulus of elasticity, tension, isotropic medium, model, cylinder. 
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