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Транспорт в сільському господарстві забезпечує технологічні процеси всередині галузі, а та-
кож зв’язок сільського господарства з іншими галузями народного господарства. Через несвоєча-
сні поставки вантажів зриваються роботи, простоює машинно-тракторний парк, не вивозиться вча-
сно сільськогосподарська продукція, знижується її якість, що призводить до значних втрат. Від 
ступеня розвитку транспорту та ефективності його використання багато в чому залежать резуль-
тати всього сільськогосподарського виробництва. Сучасний транспортно-технологічний агрегат 
являє собою складну динамічну систему, масові показники якої можуть бути як постійними, так і 
змінюватися в процесі експлуатації (навантаження, або розвантаження напівначіпної транспор-
тно-технологічної сільськогосподарської машини). 

Доведено, що транспортно-технологічний агрегат характеризується відносно малою величи-
ною середнього гакового навантаження і максимальними коливаннями його амплітуд. Наванта-
ження, що сприймаються трансмісією, в ряді випадків, досить суттєві, а їх амплітуди досягають 
більшої величини, ніж несуча здатність деталей. В той самий час, рух на низьких швидкостях су-
проводжується безперервними накатами транспортно-технологічної машини на трактор. Оскільки 
маса машини значно перевищує масу трактора, то коливання динамічної навантаженості трансмі-
сії мають знакозмінний характер. 

Саме тому практичний інтерес має питання аналізу дійсних динамічних навантажень, що 
сприймаються трансмісією в різноманітних умовах роботи агрегату при зміні маси останнього. Це 
дозволить уточнити методи розрахунку деталей трансмісії на міцність та довговічність, а також 
методи вибору характеристик пристроїв, які використовуються в трансмісії для зменшення коли-
вань навантажень. 

Для аналізу роботи трактора у складі транспортно-технологічного агрегату змінної маси на-
півначіпна машина розглядалась як система матеріальних точок з постійними масами, склад якої 
змінювався: частина матеріальних точок залишає систему, що розглядається (процес розванта-
ження технологічної машини), або приєднується до неї (процес навантаження технологічної ма-
шини). Таким чином, введено поняття матеріальної точки змінної маси як множини точок, які в 
деякий момент часу знаходяться в області, що обмежена деякою контрольною поверхнею. При-
чому, ця область простору в умовах задачі, що розглядається, може бути представлена як така, 
що виконує поступальний або/та обертальний рух разом з деякою геометричною точкою. 
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Актуальність задачі. Інтенсифікація сільсь-
кого господарства та послідовне здійснення ком-
плексної механізації виробництва продукції рос-
линництва нерозривно пов’язані з ростом об’єму 
транспортних робіт, значна частка яких стано-
вить невід’ємну частину технологічних процесів 
вирощування і збирання сільськогосподарських 
культур. У загальному комплексі сільськогоспо-
дарських робіт на транспортні та вантажні роботи 
припадає приблизно 30…35% витрат праці, 
35…40% вартості механізованих робіт і до 50% 
витрат енергії. Об’єм перевезень сільськогоспо-
дарських вантажів складає в середньому від 20 
до 60 т.км на 1 га ріллі. 

Транспорт в сільському господарстві забез-
печує технологічні процеси всередині галузі, а та-
кож зв’язок сільського господарства з іншими  

галузями народного господарства. Через несвоє-
часні поставки вантажів зриваються роботи,  
простоює машинно-тракторний парк, не виво-
зиться вчасно сільськогосподарська продукція, 
знижується її якість, що призводить до значних 
втрат. Від ступеня розвитку транспорту та  
ефективності його використання багато в чому 
залежать результати всього сільськогосподар-
ського виробництва. 

Постановка проблеми. Характерною особ-
ливістю транспортного режиму роботи трактор-
ного агрегату є рух на високих транспортних 
швидкостях по ґрунтовим дорогам і дорогах з по-
криттям, а також рух на достатньо низьких швид-
костях при виконанні транспортно-технологічної 
операції в тяжких дорожніх умовах. Доведено, що 
транспортний режим роботи агрегату за характе- 
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ром динамічної навантаженості суттєво відрізня-
ється від просапних і орних. Він характеризується 
відносно малою величиною середнього гакового 
навантаження і максимальними коливаннями 
його амплітуд. Навантаження, що сприймаються 
трансмісією, в ряді випадків, досить суттєві, а їх 
амплітуди досягають більшої величини, ніж не-
суча здатність деталей. В той самий час, рух на 
низьких швидкостях супроводжується безпере-
рвними накатами транспортно-технологічної ма-
шини на трактор. Оскільки маса машини значно 
перевищує масу трактора, то коливання динаміч-
ної навантаженості трансмісії мають знакозмін-
ний характер [6, 7]. 

Саме тому практичний інтерес має питання 
аналізу дійсних динамічних навантажень, що 
сприймаються трансмісією в різноманітних умо-
вах роботи агрегату при зміні маси останнього. 
Це дозволить уточнити методи розрахунку дета-
лей трансмісії на міцність та довговічність, а та-
кож методи вибору характеристик пристроїв, які 
використовуються в трансмісії для зменшення ко-
ливань навантажень. 

Мета роботи. Формування теорії руху транс-
портно-технологічного агрегату змінної маси як 
абсолютно твердого тіла змінної маси з метою 
отримання рівнянь руху останнього. 

Аналіз публікацій. Питанням динаміки та 
функціонування транспортних агрегатів, на базі 
тракторів, присвячені роботи багатьох вчених [1 
– 3]. При цьому, значна увага приділена підви-
щенню ефективності тракторних поїздів і стабіль-
ності їх функціонування. Запропоновані різнома-
нітні підходи як теоретичного [1, 2], так і констру-
ктивного [4, 5] спрямування. Однак, всі існуючі те-
орії руху тракторного поїзда розглядали останній 
як тіло (або систему тіл) постійної маси. Такий 
підхід був обґрунтований незначними масами 
причіпних та напівначіпних машин, що використо-
вувалися у минулому. Сучасні ж машини, маса 
яких, у завантаженому стані, досягає десятків 
тон, при виконанні технологічного процесу сут-
тєво змінюють масу, що значно впливає на тя-
гово-енергетичні показники колісного трактора 
(за рахунок нестабільності формування гакового 
навантаження). 

Основна частина. Розглянемо динаміку то-
чки змінної маси, під якою будемо розуміти змінну 
систему п матеріальних точок постійної маси, зо-
середжену під час руху в деякій області, розмі-
рами яких можна знехтувати. Нехай в деякий мо-
мент часу 𝑡𝑡 всі 𝑖𝑖 точок системи, маси яких 𝑚𝑚𝑖𝑖,  
рухаються з певною швидкістю. Тоді, вектор  
кількості руху даних точок визначиться із залеж-
ності виду: 

 �̄�𝑄𝑇𝑇
(𝑡𝑡) = ∑ 𝑚𝑚𝑖𝑖�̄�𝑣𝑖𝑖

(𝑡𝑡)
𝑖𝑖 . (1) 

Нехай в цей же момент часу 𝑗𝑗 матеріальних 
точок мають масу 𝛥𝛥𝑚𝑚𝑗𝑗, швидкість 𝑣𝑣𝑗𝑗

(𝑡𝑡) і готові при-
єднатися до системи, або від’єднатися від  
неї. Вектор кількості руху даних точок можна ви-
значити, як: 

 �̄�𝑄𝛥𝛥
(𝑡𝑡) = ∑ 𝛥𝛥𝑚𝑚𝑗𝑗�̄�𝑣𝑗𝑗

(𝑡𝑡)
𝑗𝑗 . (2) 

Тоді, головний вектор кількості руху системи 
даних точок в момент часу 𝑡𝑡: 

 �̄�𝑄(𝑡𝑡) = �̄�𝑄𝑇𝑇
(𝑡𝑡) + �̄�𝑄𝛥𝛥

(𝑡𝑡) = ∑ 𝑚𝑚𝑖𝑖�̄�𝑣𝑖𝑖
(𝑡𝑡)

𝑖𝑖 + ∑ 𝛥𝛥𝑚𝑚𝑗𝑗�̄�𝑣𝑗𝑗
(𝑡𝑡)

𝑗𝑗 . (3) 

Нехай тепер в деякий момент часу 𝑡𝑡 + 𝛥𝛥𝑡𝑡 
швидкість відповідних матеріальних точок буде 
дорівнювати �̄�𝑣𝑖𝑖

(𝑡𝑡+𝛥𝛥𝑡𝑡) і �̄�𝑣𝑗𝑗
(𝑡𝑡+𝛥𝛥𝑡𝑡) відповідно. Тоді, в мо-

мент часу 𝑡𝑡 + 𝛥𝛥𝑡𝑡, головний вектор кількості руху 
системи буде дорівнювати: 

�̄�𝑄(𝑡𝑡+𝛥𝛥𝑡𝑡) = �̄�𝑄𝑇𝑇
(𝑡𝑡+𝛥𝛥𝑡𝑡) + �̄�𝑄𝛥𝛥

(𝑡𝑡+𝛥𝛥𝑡𝑡) = 
(4) = �𝑚𝑚𝑖𝑖�̄�𝑣𝑖𝑖

(𝑡𝑡+𝛥𝛥𝑡𝑡)

𝑖𝑖

+ �𝛥𝛥𝑚𝑚𝑗𝑗�̄�𝑣𝑗𝑗
(𝑡𝑡+𝛥𝛥𝑡𝑡)

𝑗𝑗

, 

а його зміна: 

𝛥𝛥�̄�𝑄 = �̄�𝑄(𝑡𝑡+𝛥𝛥𝑡𝑡) − �̄�𝑄(𝑡𝑡) = �𝑚𝑚𝑖𝑖(�̄�𝑣𝑖𝑖
(𝑡𝑡+𝛥𝛥𝑡𝑡) −

𝑖𝑖

�̄�𝑣𝑖𝑖
(𝑡𝑡)) + 

(5) +�𝛥𝛥𝑚𝑚𝑗𝑗(�̄�𝑣𝑗𝑗
(𝑡𝑡+𝛥𝛥𝑡𝑡) −

𝑗𝑗

�̄�𝑣𝑗𝑗
(𝑡𝑡)) = 

= �𝑚𝑚𝑖𝑖𝛥𝛥�̄�𝑣𝑖𝑖 +
𝑖𝑖

�𝛥𝛥𝑚𝑚𝑗𝑗𝛥𝛥�̄�𝑣𝑗𝑗
𝑗𝑗

 

З огляду на той факт, що, в найзагальнішому 
випадку, причіпна (або напівначіпна) машина 
здійснює складний рух, розглянемо динаміку то-
чок системи ввівши дві системи координат: стаці-
онарну 𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 і рухому 𝑂𝑂′𝑂𝑂 ′𝑂𝑂 ′𝑂𝑂 ′, центр якої розташо-
ваний в деякій точці 𝑚𝑚𝑖𝑖+𝑙𝑙 даної системи (𝑖𝑖 + 𝑙𝑙 ≤ 𝑛𝑛) 
і здійснює переміщення з нею з деякою перенос-
ною швидкістю �̄�𝑣𝑖𝑖𝑒𝑒. Відносний рух точки 𝑚𝑚𝑖𝑖 відно-
сно рухомої системи координат визначиться від-
носною швидкістю �̄�𝑣𝑖𝑖𝑟𝑟. Тоді кінематика точки 𝑚𝑚𝑖𝑖 на 
інтервалі 𝛥𝛥𝑡𝑡 може бути описана рівнянням виду: 

𝛥𝛥�̄�𝑣𝑖𝑖
𝛥𝛥𝑡𝑡

= �̄�𝑎𝑖𝑖𝑒𝑒 + �̄�𝑎𝑖𝑖𝑟𝑟 + �̄�𝑎𝑖𝑖𝑐𝑐 , (6) 

де �̄�𝑎𝑖𝑖𝑒𝑒 – вектор змінного прискорення – вектор 
прискорення системи матеріальних точок 𝑚𝑚𝑖𝑖; �̄�𝑎𝑖𝑖𝑟𝑟 – 
вектор відносного прискорення точки 𝑚𝑚𝑖𝑖 відносно 
рухомої системи координат; �̄�𝑎𝑖𝑖𝑐𝑐 – вектор коріолі-
сова прискорення. 

Тоді: 
 𝛥𝛥�̄�𝑣𝑖𝑖 = (�̄�𝑎𝑖𝑖𝑒𝑒 + �̄�𝑎𝑖𝑖𝑟𝑟 + �̄�𝑎𝑖𝑖𝑐𝑐) ⋅ 𝛥𝛥𝑡𝑡, (7) 
і 
 𝛥𝛥�̄�𝑄 = ∑ 𝑚𝑚𝑖𝑖(�̄�𝑎𝑖𝑖𝑒𝑒 + �̄�𝑎𝑖𝑖𝑟𝑟 + �̄�𝑎𝑖𝑖𝑐𝑐) ⋅ 𝛥𝛥𝑡𝑡𝑖𝑖 + ∑ 𝛥𝛥𝑚𝑚𝑗𝑗𝛥𝛥�̄�𝑣𝑗𝑗𝑗𝑗 . (8) 
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Використовуючи теорему про зміну головного 
вектору кількості руху, отримаємо: 

𝛥𝛥�̄�𝑄
𝛥𝛥𝑡𝑡

= �̄�𝐹 = �𝑚𝑚𝑖𝑖(�̄�𝑎𝑖𝑖𝑒𝑒 + �̄�𝑎𝑖𝑖𝑟𝑟 + �̄�𝑎𝑖𝑖𝑐𝑐)
𝑖𝑖

+ �
𝛥𝛥𝑚𝑚𝑗𝑗

𝛥𝛥𝑡𝑡
𝛥𝛥�̄�𝑣𝑗𝑗  ,

𝑗𝑗

 (9) 

де �̄�𝐹 – головний вектор зовнішніх сил, що діють 
на систему матеріальних точок. 

За визначенням: 

�̄�𝑎𝑖𝑖𝑒𝑒 =
𝑑𝑑�̄�𝑣
𝑑𝑑𝑡𝑡

 , (10) 

�̄�𝑎𝑖𝑖𝑐𝑐 = 2(�̄�𝜔 × �̄�𝑣𝑖𝑖𝑟𝑟) . (11) 
Тоді, враховуючи, що ∑𝑚𝑚𝑖𝑖 = 𝑚𝑚, отримаємо: 

�̄�𝐹 = 𝑚𝑚
𝑑𝑑�̄�𝑣
𝑑𝑑𝑡𝑡

+ �𝑚𝑚𝑖𝑖
𝑖𝑖

�̄�𝑎𝑖𝑖𝑟𝑟 + 

+�2𝑚𝑚𝑖𝑖
𝑖𝑖

(�̄�𝜔 × �̄�𝑣𝑖𝑖𝑟𝑟) + �
𝛥𝛥𝑚𝑚𝑗𝑗

𝛥𝛥𝑡𝑡
𝛥𝛥�̄�𝑣𝑗𝑗  .

𝑗𝑗

 
(12) 

Величину 
 �̄�𝛫 = −2∑ �̄�𝜔 × �̄�𝑣𝑖𝑖𝑟𝑟𝑖𝑖  (13) 

визначимо, як силу Коріоліса, значення якої зале-
жить від величини відповідного прискорення. 

Величина (з урахуванням переходу до нескін-
ченно малих) 

𝛪𝛪 = �
𝑑𝑑𝑚𝑚𝑗𝑗

𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑗𝑗

𝛥𝛥�̄�𝑣𝑗𝑗 (14) 

визначає рух додаткової маси – сила імпульсу. 
Величина 

 �̄�𝛷 = ∑ 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑟𝑟 (15) 

визначає відносне переміщення матеріальних  
точок всередині системи – сила відносного  
переміщення. 

Таким чином, рівняння (12) набуде вигляду: 

�̄�𝐹 = 𝑚𝑚
𝑑𝑑�̄�𝑣
𝑑𝑑𝑡𝑡

+ �̄�𝛷 − �̄�𝛫 − 𝛪𝛪 , (16) 

або 

𝑚𝑚
𝑑𝑑�̄�𝑣
𝑑𝑑𝑡𝑡

= �̄�𝐹 − �̄�𝛷 + �̄�𝐾 + 𝐼𝐼 (17) 

Отримана залежність описує динаміку  
матеріальної точки змінної маси. Розглянемо,  
як змінюються величини, що входять в дану  
залежність. 

Якщо прийняти, що система координат 
𝑂𝑂′𝑂𝑂 ′𝑂𝑂 ′𝑂𝑂 ′ пов’язана безпосередньо з матеріальною 
точкою змінної маси, то сила Коріоліса �̄�𝛫 ≠ 0 при 
обертальному русі системи (наприклад, поворот 
агрегату). При прямолінійному русі �̄�𝛫 = 0. 

Величина сили імпульсу 𝛪𝛪 визначається пото-
ком маси, яка приєднується або від’єднується від 
матеріальної точки і, в найзагальнішому випадку, 

являє собою секундну витрату кількості руху  
додаткової маси, яка визначається через зви-
чайну витрату або подачу речовини. 

Величина сили відносного переміщення �̄�𝛷 ви-
значається переміщенням матеріальних точок 
всередині системи за допомогою додаткових ме-
ханізмів, або гравітаційним методом (наприклад, 
переміщення транспортером речовини до зад-
ньої стінки розкидачі добрив). 

Отримаємо рівняння руху центру мас сис-
теми матеріальних точок змінних мас. Для цього 
визначимо закон зміни головного вектору кілько-
сті руху системи. Для більшої універсальності ро-
зглянемо систему з р точок змінних мас, таких, 
що їх рух описується рівнянням (17). Тоді, для де-
якої 𝑘𝑘 -ї точки змінної маси матимемо: 

𝑚𝑚𝑘𝑘
𝑑𝑑�̄�𝑣𝑘𝑘
𝑑𝑑𝑡𝑡

= �̄�𝐹𝑘𝑘е + �̄�𝐹𝑘𝑘𝑖𝑖 − �̄�𝛷𝑘𝑘 + �̄�𝛫𝑘𝑘 + 𝛪𝛪𝑘𝑘 , (18) 

де �̄�𝐹𝑘𝑘е – рівнодіюча всіх зовнішніх сил, що діють на 
точку; �̄�𝐹𝑘𝑘𝑖𝑖 – рівнодіюча всіх внутрішніх сил, що ді-
ють на точку системи. 

Внесемо масу 𝑚𝑚𝑘𝑘 під знак диференціала. 
Тоді, враховуючи, що 𝑚𝑚𝑘𝑘�̄�𝑣𝑘𝑘 = �̄�𝑄𝑘𝑘 – вектор кілько-
сті руху 𝑘𝑘 -ї точки, отримаємо: 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡
�̄�𝑄𝑘𝑘 = �̄�𝐹𝑘𝑘е + �̄�𝐹𝑘𝑘𝑖𝑖 − �̄�𝛷𝑘𝑘 + �̄�𝛫𝑘𝑘 + 𝛪𝛪𝑘𝑘 . (19) 

В даній залежності використовується частин-
ний диференціал, оскільки її ліва частина (кіль-
кість руху �̄�𝑄𝑘𝑘) є функцією не тільки часу, а й маси. 
Тому, в останніх міркуваннях використовуємо ча-
стинну похідну за умови, що 𝑚𝑚𝑘𝑘 ≈ const. 

Матеріальну точку, для якої використову-
ється така частинна похідна за умови 𝑚𝑚𝑘𝑘 ≈ const 
в момент часу 𝑡𝑡, будемо називати точкою квазіс-
татичної маси. 

Підсумовуючи за 𝑘𝑘 рівняння (19) і з огляду на 
зрівноважування внутрішніх сил системи, отри-
маємо (�̄�𝐹 = �̄�𝐹𝑘𝑘е): 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡
�̄�𝑄 = �̄�𝐹 − �̄�𝛷 + �̄�𝛫 + 𝛪𝛪 , (20) 

або: 
 𝜕𝜕�̄�𝑄 = (�̄�𝐹 − �̄�𝛷 + �̄�𝛫 + 𝛪𝛪)𝜕𝜕𝑡𝑡. (21) 

Тобто, можна сформулювати теорему. 
Теорема 1 Елементарна зміна головного ве-

ктору кількості руху системи матеріальних точок 
квазістатичної маси дорівнює геометричній сумі 
імпульсів головних векторів сил, що діють на точку. 

Отримаємо рівняння руху центру мас сис-
теми матеріальних точок змінних мас. 

За визначенням, радіус-вектор центру мас 
системи визначиться із залежності виду: 

 𝑚𝑚�̄�𝑟𝑐𝑐 = ∑ 𝑚𝑚𝑖𝑖�̄�𝑟𝑖𝑖𝑖𝑖 , (22) 

де загальна маса системи: 
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 𝑚𝑚 = ∑ 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖 . (23) 

Після диференціювання залежності (22) 
отримаємо: 

𝑚𝑚
𝜕𝜕�̄�𝑟𝑐𝑐
𝜕𝜕𝑡𝑡

= �𝑚𝑚𝑖𝑖
𝜕𝜕�̄�𝑟𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑡𝑡

= ��̄�𝑄𝑖𝑖 = �̄�𝑄
𝑖𝑖

.
𝑖𝑖

 (24) 

Після другого диференціювання отримаємо: 

𝑚𝑚
𝜕𝜕2�̄�𝑟𝑐𝑐
𝜕𝜕𝑡𝑡2

=
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡
𝑄𝑄 = �̄�𝐹 − �̄�𝛷 + �̄�𝛫 + 𝛪𝛪 . (25) 

Дане рівняння є векторним записом рівняння 
руху центру мас системи, що складається з мате-
ріальних точок змінної маси. 

Визначимо фізичний зміст другої похідної, що 
входить в рівняння (25). 

З рівняння (22) радіус-вектор центру мас сис-
теми дорівнює: 

�̄�𝑟𝑐𝑐 =
∑ 𝑚𝑚𝑖𝑖�̄�𝑟𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑚𝑚
 . (26) 

Візьмемо похідну з урахуванням того, що 
𝑚𝑚,𝑚𝑚𝑖𝑖 , �̄�𝑟𝑖𝑖 = 𝑓𝑓(𝑡𝑡): 

�̄�𝑟𝑐𝑐 =
1
𝑚𝑚
��̇�𝑚𝑖𝑖�̄�𝑟𝑖𝑖 +
𝑖𝑖

1
𝑚𝑚
�𝑚𝑚𝑖𝑖�̇̄�𝑟𝑖𝑖 −

1
𝑚𝑚2 �̇�𝑚�𝑚𝑚𝑖𝑖�̄�𝑟𝑖𝑖

𝑖𝑖𝑖𝑖

 . (27) 

Оскільки �̇̄�𝑟𝑖𝑖 = 𝑣𝑣𝑐𝑐, то, приймаючи квазістатич-
ність маси (∑ 𝑚𝑚𝑖𝑖 = 𝑚𝑚𝑖𝑖 ), отримаємо: 

1
𝑚𝑚
�𝑚𝑚𝑖𝑖�̇̄�𝑟𝑖𝑖 =

1
𝑚𝑚
�𝑚𝑚𝑖𝑖

𝜕𝜕�̄�𝑟𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑡𝑡

𝑖𝑖𝑖𝑖

=
𝜕𝜕�̄�𝑟𝑐𝑐̇
𝜕𝜕𝑡𝑡

 , (28) 

і тоді: 

−
1
𝑚𝑚2 �̇�𝑚�𝑚𝑚𝑖𝑖�̄�𝑟𝑖𝑖 = −

1
𝑚𝑚
��̇�𝑚𝑖𝑖�̄�𝑟𝑐𝑐
𝑖𝑖

 .
𝑖𝑖

 (29) 

Остаточно: 

�̄�𝑣𝑐𝑐 =
𝜕𝜕�̄�𝑟𝑐𝑐
𝜕𝜕𝑡𝑡

+
1
𝑚𝑚
��̇�𝑚𝑖𝑖(�̄�𝑟𝑖𝑖 −
𝑖𝑖

�̄�𝑟𝑐𝑐) . (30) 

Величина 𝜕𝜕�̄�𝑟𝑐𝑐 𝜕𝜕𝑡𝑡⁄  являє собою швидкість руху 
центру мас системи матеріальних точок квазіста-
тичної маси. 

Продиференціюємо рівняння (30) з урахуван-
ням рівняння (28): 

�̄�𝑎𝑐𝑐 = �̇̄�𝑣𝑐𝑐 =
1
𝑚𝑚
��̇�𝑚𝑖𝑖�̈̄�𝑟𝑖𝑖 +
𝑖𝑖

1
𝑚𝑚
��̇�𝑚𝑖𝑖�̇̄�𝑟𝑖𝑖 −
𝑖𝑖

 

−
1
𝑚𝑚2 �̇�𝑚�𝑚𝑚𝑖𝑖�̇̄�𝑟𝑖𝑖 +

1
𝑚𝑚
��̈�𝑚𝑖𝑖(�̄�𝑟𝑖𝑖 −
𝑖𝑖𝑖𝑖

�̄�𝑟𝑐𝑐) + 

+
1
𝑚𝑚
��̇�𝑚𝑖𝑖(�̇̄�𝑟𝑖𝑖 − �̇̄�𝑟𝑐𝑐)
𝑖𝑖

−
1
𝑚𝑚2 �̇�𝑚��̇�𝑚𝑖𝑖(�̄�𝑟𝑖𝑖 − �̄�𝑟𝑐𝑐) .

𝑖𝑖

 

(31) 

Після перетворення, отримаємо: 

�̄�𝑎𝑐𝑐 =
𝜕𝜕2�̄�𝑟𝑐𝑐
𝜕𝜕𝑡𝑡2

+
1
𝑚𝑚
��̈�𝑚𝑖𝑖(�̄�𝑟𝑖𝑖 −
𝑖𝑖

�̄�𝑟𝑐𝑐) + 

+
2
𝑚𝑚
��̇�𝑚𝑖𝑖(�̄�𝑣𝑖𝑖 −
𝑖𝑖

�̄�𝑣𝑐𝑐) . 
(32) 

З отриманої залежності можна зробити ви-
сновок, що другий частинний диференціал від ра-
діус-вектору центру мас системи, на відміну від 
загальних законів механіки, являє собою приско-
рення центру мас не системи, яка розглядається, 
а її аналога з квазістатичною масою. 

З огляду на можливість обертального руху, 
отримаємо закон зміни моменту імпульсу сис-
теми матеріальних точок змінних мас. Для цього 
обидві частини рівняння (18) векторно помно-
жимо на радіус-вектор відповідної матеріальної 
точки �̄�𝑟𝑘𝑘 відносно початку нерухомої системи ко-
ординат. Отримаємо: 

𝑚𝑚𝑘𝑘 �
𝑑𝑑�̄�𝑣𝑘𝑘
𝑑𝑑𝑡𝑡

× �̄�𝑟𝑘𝑘� = 

= ��̄�𝐹𝑘𝑘е + �̄�𝐹𝑘𝑘𝑖𝑖 − �̄�𝛷𝑘𝑘 + �̄�𝛫𝑘𝑘 + 𝛪𝛪𝑘𝑘� × �̄�𝑟𝑘𝑘 . 
(33) 

Просумуємо дане рівняння для всіх точок си-
стеми, враховуючи взаємне врівноваження внут-
рішніх сил: 

�𝑚𝑚𝑘𝑘 �
𝑑𝑑�̄�𝑣𝑘𝑘
𝑑𝑑𝑡𝑡

× �̄�𝑟𝑘𝑘� = М̄−
𝑘𝑘

М̄𝛷𝛷 + М̄𝛫𝛫 + М̄𝛪𝛪, (34) 

де М̄ = ∑ 𝐹𝐹𝑘𝑘е × �̄�𝑟𝑘𝑘𝑘𝑘  – головний момент зовнішніх 
сил, що діють на систему; М̄𝛷𝛷 = ∑ �̄�𝛷𝑘𝑘 × �̄�𝑟𝑘𝑘𝑘𝑘 , М̄𝛫𝛫 =
∑ �̄�𝛫𝑘𝑘 × �̄�𝑟𝑘𝑘𝑘𝑘 , М̄𝛪𝛪 = ∑ 𝛪𝛪𝑘𝑘 × �̄�𝑟𝑘𝑘𝑘𝑘  – відповідно, головні 
моменти сил відносного переміщення точок сис-
теми, сил Коріоліса і сил імпульсу. Внесемо масу 
т𝑘𝑘 і радіус-вектор �̄�𝑟𝑘𝑘 матеріальної точки під знак 
похідної, замінюючи диференціал на частинний 
(з урахуванням квазістатичної маси точки). Тоді: 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡
�т𝑘𝑘�̄�𝑣𝑘𝑘 × �̄�𝑟𝑘𝑘 =
𝑘𝑘

М̄− М̄𝛷𝛷 + М̄𝛫𝛫 + М̄𝛪𝛪. (35) 

Оскільки ∑ т𝑘𝑘�̄�𝑣𝑘𝑘 × �̄�𝑟𝑘𝑘 =𝑘𝑘 𝑙𝑙 – момент імпульсу 
системи матеріальних точок змінних мас, обчис-
лений відносно нерухомої точки системи, то мо-
жна записати: 

𝜕𝜕𝑙𝑙
𝜕𝜕𝑡𝑡

= М̄− М̄𝛷𝛷 + М̄𝛫𝛫 + М̄𝛪𝛪. (36) 

Сформулюємо теорему. 
Теорема 2. Похідна по часу від моменту імпу-

льсу системи матеріальних точок квазістатичних 
мас дорівнює геометричній сумі головних момен-
тів всіх сил, прикладених до системи, відносно 
нерухомої точки. 

Висновки. Таким чином, можна казати, що 
динаміка матеріальної точки змінної маси, як і си-
стеми таких матеріальних точок, має спільні риси 
з загальновідомою динамікою матеріальної точки 
та абсолютно твердого тіла. Однак, на відміну від 
останньої, суттєво важливими є питання форму-
вання додаткових сил, що виникають в результаті 
зміни маси системи. Такими додатковими силами 
є сили коріолісова прискорення (величинами 
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яких можна знехтувати під час прямолінійного 
руху агрегату) та сили, які викликані переміщен-
ням матеріальних точок як всередині системи, 
так і за її межами. 

На підставі запропонованої моделі квазіста-
тичної маси та тіла змінної маси отримані основні 
рівняння руху (поступального та обертального) 
тіла змінної маси в просторі, які дозволяють ви-
значити переміщення центру мас останнього і 
сформувати його єдину динамічну модель. 
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Анотація 
 

Анализ динамики транспортно-технологических 
агрегатов как систем переменной массы 

Е.И. Калинин 
Транспорт в сельском хозяйстве обеспечивает технологические процессы внутри отрасли, а также 

связь сельского хозяйства с другими отраслями народного хозяйства. Из-за несвоевременных поставок 
грузов срываются работы, простаивает машинно-тракторный парк, не вывозится вовремя сельскохо-
зяйственная продукция, снижается ее качество, что приводит к значительным потерям. От степени раз-
вития транспорта и эффективности его использования во многом зависят результаты всего сельскохо-
зяйственного производства. Современный транспортно-технологический агрегат представляет собой 
сложную динамическую систему, массовые показатели которой могут быть как постоянными, так и из-
меняться в процессе эксплуатации (загрузка, или разгрузка полунавесной транспортно-технологиче-
ской сельскохозяйственной машины). 

Доказано, что транспортно-технологический агрегат характеризуется относительно малой величи-
ной средней крюковой нагрузки и максимальными колебаниями ее амплитуд. Нагрузки, которые вос-
принимаются трансмиссией, в ряде случаев, достаточно существенные, а их амплитуды достигают 
большей величины, чем несущая способность деталей. В то же время, движение на низких скоростях 
сопровождается непрерывными накатами транспортно-технологической машины на трактор. По-
скольку масса машины значительно превышает массу трактора, то колебания динамической нагружен-
ности трансмиссии имеют знакопеременный характер. 
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Именно поэтому практический интерес представляет вопрос анализа действительных динамиче-
ских нагрузок, воспринимаемых трансмиссией в различных условиях работы агрегата при изменении 
массы последнего. Это позволит уточнить методы расчета деталей трансмиссии на прочность и дол-
говечность, а также методы выбора характеристик устройств, используемых в трансмиссии для умень-
шения колебаний нагрузок. 

Для анализа работы трактора в составе транспортно-технологического агрегата переменной массы 
полунавесная машина рассматривалась как система материальных точек с постоянными массами, со-
став которой менялся: часть материальных точек покидает систему, (рассматривается процесс раз-
грузки технологической машины), или присоединяется к ней (процесс загрузки технологической ма-
шины). Таким образом, введено понятие материальной точки переменной массы как множества точек, 
которые в некоторый момент времени находятся в области, ограниченной некоторой контрольной по-
верхностью. Причем, эта область пространства в условиях задачи, которая рассматривается, может 
быть представлена как такая, которая выполняет поступательное и/или вращательное движение вме-
сте с некоторой геометрической точкой. 

Ключевые слова: транспортно-технологический агрегат, тело переменной массы, уравнения 
движения, динамика, ускорение, квазистатическая масса. 
 
Abstract 
 

Analysis of the dynamics of transport and technological 
aggregates as variable mass systems 

E.I. Kalinin 
Transport in agriculture provides technological processes within the industry, as well as the connection of 

agriculture with other sectors of the national economy. Due to the late delivery of goods, work is disrupted, the 
machine and tractor fleet is idle, agricultural products are not exported on time, its quality is reduced, which 
leads to significant losses. The degree of development of transport and the efficiency of its use largely deter-
mine the results of the entire agricultural production. A modern transport and technological unit is a complex 
dynamic system, the mass indicators of which can be either constant or change during operation (loading or 
unloading of a semi-mounted transport and technological agricultural machine). 

It is proved that the transport and technological unit is characterized by a relatively small average hook 
load and maximum fluctuations of its amplitudes. The loads that are perceived by the transmission, in some 
cases, are quite significant, and their amplitudes reach a greater value than the carrying capacity of the parts. 
At the same time, driving at low speeds is accompanied by continuous rolls of the transport and technological 
machine onto the tractor. Since the mass of the machine significantly exceeds the mass of the tractor, the 
vibrations of the dynamic loading of the transmission have an alternating character. 

That is why of practical interest is the question of analyzing the actual dynamic loads perceived by the 
transmission in various conditions of the unit operation when the mass of the latter changes. This will clarify 
the methods for calculating transmission parts for strength and durability, as well as methods for selecting 
characteristics of devices used in transmissions to reduce load fluctuations. 

To analyze the operation of a tractor as part of a transport and technological unit of variable mass, a semi-
mounted machine was considered as a system of material points with constant masses, the composition of 
which changed: some of the material points left the system (the process of unloading the technological ma-
chine is considered). Thus, the concept of a material point of a variable mass is introduced as a set of points 
that at a certain moment of time are in the region bounded by a certain control surface. Moreover, this area of 
space in the conditions of the problem, which is considered, can be represented as one that performs transla-
tional and/or rotational movement together with a certain geometric point. 

Keywords: transport and technological unit, the body of variable mass, equations of motion, dynamics, 
acceleration, quasistatic mass. 
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